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1.3.6 Patologie, nástrahy a pasti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
1.3.7 Stabilita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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4.1.4 Rozšı́řené otevřené a polootevřené formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

4.2 Elementárnı́ algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
4.3 Rombergova kvadratura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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8.2 Komerčnı́ software . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

9 Popisy a zdrojové texty přı́kladů 235
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Úvod
Toto je učebnı́ text k semestrálnı́mu distančnı́mu kursu ”Základy počı́tačové
fyziky“. Klade důraz na osvojenı́ matematických základů použı́vaných al-
goritmů, avšak bez zatěžujı́cı́ch detailů. Z toho důvodu je text doprovázen
množstvı́m odkazů na ilustračnı́ přı́klady shromážděné v Dodatku 9. Neváže
se na konkrétnı́ programovacı́ jazyk; lze použı́vat libovolný nı́zkoúrovňový
jazyk běžný v oblasti numerického programovánı́ (obvykle Fortran 77, For-
tran 90/95, C nebo C++). Kvůli všeobecné dosažitelnosti, jednoduchosti a
nezávislosti na komerčnı́ch produktech je jako základnı́ programovacı́ pro-
středek použit programovacı́ jazyk C.

Výklad je převážně založen na druhém vydánı́ knihy [Press et al., 1997a]
(existujı́ mutace pro Fortran 77 a 90 [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]),
jejı́ž online verzi lze stáhnout z http://www.nr.com/oldverswitcher.html a po
nainstalovánı́ dekryptovacı́ho pluginu (dostupného tamtéž) pro Adobe Reader
prohlı́žet nebo tisknout.

V Opavě 23. listopadu 2008 Stanislav Hledı́k
stanislav.hledik@fpf.slu.cz

http://www.nr.com/oldverswitcher.html
http://www.nr.com/plugin/plugin_install.html
http://www.adobe.com/products/acrobat/readstep2_allversions.html
stanislav.hledik@fpf.slu.cz
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0. Jak přı́ručku použı́vat

Rychlý náhled kapitoly: Tato kapitola sloužı́ jako úvodnı́ a má za úkol
seznámit čtenáře se způsobem použı́vánı́ jak přı́ručky samotné, tak programů
nezbytných pro praktické programovánı́ simulacı́ fyzikálnı́ch jevů a jejich
vizualizaci.

Cı́le kapitoly:
• Naučit se pracovat s hypertextovým elektronickým skriptem.
• Naučit se instalaci a základnı́ práci s vývojovým prostředı́m pro jazyk

C a C++ Bloodshed Dev-C++.
• Naučit se instalaci a základnı́ práci s vizualizačnı́m programem

gnuplot.

Klı́čová slova kapitoly: Portable Document Format, PDF; Adobe Reader;
Ghostscript, GSview, GV, KGhostview; Xpdf, KPDF; hypertext; IDE, gcc,
Bloodshed Dev-C++; vizualizace, gnuplot
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0.1. Prohlı́žeč

Pro čtenı́ přı́ručky je zapotřebı́ prohlı́žeče dokumentů ve formátu PDF (Por-
table Document Format). Protože pravděpodobně nevlastnı́te komerčnı́ pro-
gramový balı́k Adobe Acrobat, nejlepšı́ volbou je stáhnout si zdarma Adobe
Reader, který existuje ve verzi pro Windows, MacOS a pro různé ”odrůdy“
Unixu včetně Linuxu. Pokud si tento text prohlı́žı́te pomocı́ tohoto programu,
odkazuje text zvýrazněný fialovou barvou přı́mo na přı́slušné stránky – klik-
nutı́ na něj otevře okno prohlı́žeče na přı́slušné stránce.1

Dalšı́ možnostı́ je použı́t prohlı́žeče založené na jádru Ghostscript s fronten-
dem GSview pro Windows a GV nebo KGhostview pro Unix a Linux. Tyto
programy však nepodporujı́ hypertextové prvky, o nichž bude řeč dále. Uživa-
telé operačnı́ho systému Linux mohou použı́t prohlı́žeče Xpdf, přı́padně jeho
klonu KPDF, jenž hypertextové prvky částečně podporujı́. Konečně uživa-
telé MacOS X od Apple mohou využı́t prohlı́žeče Preview integrovaného do
systému, jenž rovněž částečně podporuje hypertextové prvky.

1. Nestane-li se tak, musı́te si v menu Edit→Preferences→Internet Adobe Readeru nastavit
váš oblı́bený webový prohlı́žeč.

http://www.adobe.com/products/acrobat/readstep2_allversions.html
http://www.adobe.com/products/acrobat/readstep2_allversions.html
http://pages.cs.wisc.edu/~ghost/
http://pages.cs.wisc.edu/~ghost/
http://www.kde.org/
http://www.foolabs.com/xpdf/
http://www.kde.org/
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0.2. Prvky učebnı́ho textu

Pro snazšı́ orientaci v textu zobrazeném na monitoru počı́tače obsahuje tato
učebnice hypertextové prvky. V levém hornı́m rohu je umı́stěna aktuálnı́ strán-
ková čı́slice a celkový počet stran, vlevo dole červený ”ukazatel postupu“ ná-
zorně graficky zobrazujı́cı́ polohu aktuálnı́ho textu v dokumentu (za koncovou
stranu se bere strana 263). Stránková čı́slice a prostřednı́ ”čárka“ v ukazateli
postupu jsou aktivnı́ a po kliknutı́ otevı́rajı́ dialog ”GoToPage“. Nalezenı́ něk-
terých dalšı́ch aktivnı́ch zón ukazatele postupu přenecháváme čtenáři.

Každá strana je vpravo dole vybavena vlastnı́m navigačnı́m menu obsahu-
jı́cı́m všechny hlavnı́ prvky pro pohyb v dokumentu – přechod na prvnı́ a
poslednı́ stranu, na předchozı́ a dalšı́ stranu, skok na naposledy prohlı́ženou
stranu a zpět, hledánı́ podle čı́sla strany, celoobrazovkový režim, zavřenı́ do-
kumentu a ukončenı́ prohlı́žeče; navı́c zde nalezneme tlačı́tko pro přechod na
obsah. Hlavnı́ využitı́ navigace je v celoobrazovkovém módu. Přı́slušné tla-
čı́tko navigace pak funguje jako přepı́nač do a z celoobrazovkového režimu.
Připomeňme, že navigace je plně funkčnı́ pouze v prohlı́žeči Adobe Reader
resp. v komerčnı́m Adobe Acrobatu, částečně v prohlı́žečı́ch Xpdf a KPDF.

http://www.adobe.com/products/acrobat/readstep2_allversions.html
http://www.foolabs.com/xpdf/
http://www.kde.org/
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V textu se kromě vlastnı́ho výkladu nacházejı́ následujı́cı́ prvky:

• Na začátku každé kapitoly je box označený symbolem obsahujı́cı́
rychlý náhled kapitoly, dále box označený symbolem deklarujı́cı́
cı́le kapitoly a konečně box označený symbolem s výčtem klı́čo-
vých slov kapitoly.

• Boxy označené symbolem obsahujı́cı́ popis volánı́ odvozovaných
rutin a přehled vstupů, výstupů a závislostı́ na jiných rutinách.

• Boxy označené symbolem s otázkami k procvičenı́; odpovědi něk-
terých z nich jsou uvedeny v tomtéž boxu vzhůru nohama.

• Boxy označené symbolem s pobı́dkou k vyzkoušenı́ ilustračnı́ch
programů (jenž jsou kvůli portabilitě až na výjimky psány v ANSI C).
Většina přı́kladů je převzata z knihy [Press et al., 1997a], dalšı́ byly
vytvořeny speciálně pro tento kurs, některé jsou přejaty (s uvedenı́m
zdroje); několik pocházı́ z výzkumných úkolů řešených autorem a
spolupracovnı́ky. Názvy rutin v boxu tvořı́ link do Dodatku 9, kde je
uveden podrobný popis programu ilustrujı́cı́ho funkci rutiny.

• Každá kapitola je uzavřena boxem označeným symbolem obsahu-
jı́cı́m shrnutı́ učiva kapitoly.
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Výklad je vybaven následujı́cı́mi druhy hypertextových odkazů:

Internı́ linky (na kapitoly, sekce, klı́čová slova, stránky, zpětné reference
v seznamu literatury apod.) jsou červené.

Linky na literaturu uvedenou v seznamu na konci textu majı́ následujı́cı́
podobu: [Press et al., 1997a].

Externı́ linky (typicky URL otevı́rajı́cı́ nakonfigurovaný webový prohlı́žeč)
majı́ fialovou barvu.

http://www.physics.cz/
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Některé strany majı́ inkrementálnı́ zobrazovánı́, kdy se text při použitı́ povelu
pro zobrazenı́ dalšı́ stránky (tlačı́tka ”Dalšı́“ nebo klávesy PgDn) doplňuje na
tutéž stranu, a teprve až je naplněna podle záměru autora, vyvolá ”obrácenı́“
na dalšı́ stranu s čı́slem o jedničku většı́m. Můžete si to rovnou vyzkoušet –
přejděte na dalšı́ stranu. . .
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Některé strany majı́ inkrementálnı́ zobrazovánı́, kdy se text při použitı́ povelu
pro zobrazenı́ dalšı́ stránky (tlačı́tka ”Dalšı́“ nebo klávesy PgDn) doplňuje na
tutéž stranu, a teprve až je naplněna podle záměru autora, vyvolá ”obrácenı́“
na dalšı́ stranu s čı́slem o jedničku většı́m. Můžete si to rovnou vyzkoušet –
přejděte na dalšı́ stranu. . . a dalšı́. . .
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Některé strany majı́ inkrementálnı́ zobrazovánı́, kdy se text při použitı́ povelu
pro zobrazenı́ dalšı́ stránky (tlačı́tka ”Dalšı́“ nebo klávesy PgDn) doplňuje na
tutéž stranu, a teprve až je naplněna podle záměru autora, vyvolá ”obrácenı́“
na dalšı́ stranu s čı́slem o jedničku většı́m. Můžete si to rovnou vyzkoušet –
přejděte na dalšı́ stranu. . . a dalšı́. . . a ještě dalšı́. . .
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Některé strany majı́ inkrementálnı́ zobrazovánı́, kdy se text při použitı́ povelu
pro zobrazenı́ dalšı́ stránky (tlačı́tka ”Dalšı́“ nebo klávesy PgDn) doplňuje na
tutéž stranu, a teprve až je naplněna podle záměru autora, vyvolá ”obrácenı́“
na dalšı́ stranu s čı́slem o jedničku většı́m. Můžete si to rovnou vyzkoušet –
přejděte na dalšı́ stranu. . . a dalšı́. . . a ještě dalšı́. . . a samozřejmě tlačı́tko

”Předchozı́“ nebo klávesa PgUp pak text ze stránky ubı́rá.

Tento způsob zobrazovánı́ je užit záměrně zejména v situacı́ch, kdy přemı́ra
informacı́ z celé strany by u čtenáře mohla vyvolat saturaci vjemů, nebo při
skrývánı́ řešenı́ otázek k procvičenı́. Poněkud méně triviálnı́ přı́klad lze nalézt
na straně 64.
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0.3. Vývojové prostředı́ pro jazyk C

Počı́tačová fyzika se nedá naučit bez praktického vyzkoušenı́. Proto byl tento
učebnı́ text od začátku koncipován jako elektronický, aby si student mohl
přı́mo při čtenı́ na počı́tači prakticky zkoušet probı́ranou látku. Tı́m se dostá-
váme k prostředı́, v němž budeme programovat.

Aby tento kurs nebyl vázán na komerčnı́ překladač nebo IDE (Integrated De-
velopment Environment, Integrované vývojové prostředı́), doporučuji použı́t
známého svobodného překladače jazyka GCC, jenž bývá nativnı́ součástı́ ope-
račnı́ho systému GNU/Linux, uživatelé Linuxu jej mohou použı́t. Uživatelům
Windows doporučuji nainstalovat volně dostupné IDE Bloodshed Dev-C++
založené na Mingw portu GCC.

Základnı́ práce s IDE Bloodshed Dev-C++ bude vysvětlena v průběhu kon-
zultacı́ na Ústavu fyziku FPF SU v Opavě.

http://gcc.gnu.org/
http://www.gnu.org/
http://www.linux.org/
http://www.bloodshed.net/devcpp.html
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0.4. Vizualizace výsledků

Je rozumné psát numerické programy pro simulaci fyzikálnı́ch procesů tak,
že jejich výstupem jsou datové soubory v textovém formátu. Tı́m programy
oprostı́me od grafických knihoven. Výstupnı́ datové soubory mohou být ná-
sledně načteny programy, které umějı́ data graficky zpracovat podle našich
instrukcı́.

Typickým zástupcem takových programů je gnuplot. Jedná se podobně jako
v přı́padě vývojového prostředı́ Bloodshed Dev-C++ o svobodný software a
funguje pod operačnı́m systémem Windows a Linux.

Shrnutı́ kapitoly: Naučili jste se základnı́m dovednostem nutným pro
vývoj numerických programů a vizualizaci zı́skaných výsledků. Můžete se
proto směle pustit do dalšı́ kapitoly.

http://www.gnuplot.info/
http://www.bloodshed.net/devcpp.html
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1. Počı́tačová reprezentace čı́sel a aritmetika

Rychlý náhled kapitoly: V této kapitole budou vysvětleny principy ukládánı́ a
manipulace s čı́sly v počı́tači, a to jak celých, tak reálných. Standardnı́ počı́tačová
reprezentace čı́sel a počı́tačová aritmetika obsahujı́ důležité body, jichž bychom si
při tvorbě počı́tačových modelů měli být vědomi. Ušetřı́me si tak dlouhé hodiny
přemýšlenı́, proč něco funguje jinak, než se domnı́váme, že by mělo fungovat.

Cı́le kapitoly:
• Naučit se pracovat s binárnı́, oktalovou a hexadecimálnı́ reprezentacı́ čı́sel.
• Porozumět reprezentaci celých čı́sel v počı́tači a vyhnout se přı́padným

problémům s přetečenı́m nebo podtečenı́m.
• Porozumět reprezentaci reálných čı́sel s pohyblivou desetinnou čárkou a

jejı́ implementaci normou ANSI/IEEE 754-1985.
• Porozumět aritmetice v pohyblivou desetinné čárce a jejı́m úskalı́m.

Klı́čová slova kapitoly: Celá čı́sla, znaménková, neznaménková; reálná čı́sla;
bit; byte, bajt; binárnı́, oktalová, hexadecimálnı́ reprezentace; pohyblivá desetinná
čárka; FP čı́sla, normalizovaná, subnormálnı́; norma ANSI/IEEE 754-1985; jedno-
duchá, dvojnásobná přesnost; strojové epsilon; zaokrouhlovánı́; výjimky; stabilita
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Motto: 10 .0 × 0 .1 se zřı́dkakdy rovná 1.0

Celá čı́sla (integers) včetně znaků (characters) a reálná čı́sla (real)
majı́ odlišný způsob počı́tačové reprezentace a prováděnı́ aritmetic-
kých operacı́. Počı́tač disponuje konečným prostorem pro uskladněnı́
čı́slic; proto je nutné jak spočetnou množinu celých čı́sel, tak reálné
kontinuum vhodně reprezentovat.

1.1. Binárnı́ čı́sla

Dekadická soustava – báze (basis) 10, deset čı́slic (digits) 0, . . . , 9:

(109.375)10 = 1× 102 + 0× 101 + 9× 100 + 3× 10−1 + 7× 10−2 + 5× 10−3
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Motto: 10 .0 × 0 .1 se zřı́dkakdy rovná 1.0

Celá čı́sla (integers) včetně znaků (characters) a reálná čı́sla (real)
majı́ odlišný způsob počı́tačové reprezentace a prováděnı́ aritmetic-
kých operacı́. Počı́tač disponuje konečným prostorem pro uskladněnı́
čı́slic; proto je nutné jak spočetnou množinu celých čı́sel, tak reálné
kontinuum vhodně reprezentovat.

1.1. Binárnı́ čı́sla

Dekadická soustava – báze (basis) 10, deset čı́slic (digits) 0, . . . , 9:

(109.375)10 = 1× 102 + 0× 101 + 9× 100 + 3× 10−1 + 7× 10−2 + 5× 10−3

Technologie hardwaru předurčuje vyjádřenı́ čı́sel ve dvojkové soustavě (binary sys-
tem) – báze 2, dvě čı́slice (bit = binary digit) 0, 1:

(109.375)10 = 1× 26 + 1× 25 + 0× 24 + 1× 23 + 1× 22 + 0× 21 + 1× 20

+ 0× 2−1 + 1× 2−2 + 1× 2−3

= (1101101.011)2

1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 LSB = least significant bit
MSB LSB MSB LSB MSB = most significant bit
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1.1.1. Aritmetické operace s binárnı́mi čı́sly

Analogicky jako v dekadické soustavě:

1 + 0 = 1, 1 + 1 = (10)2 = (2)10, (10)2 + 1 = (11)2 = (3)10, atd.

1 1 1 1 0
+ 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1

1 1 1
× 1 1 0

0 0 0
1 1 1

1 1 1
1 0 1 0 1 0
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1.1.1. Aritmetické operace s binárnı́mi čı́sly

Analogicky jako v dekadické soustavě:

1 + 0 = 1, 1 + 1 = (10)2 = (2)10, (10)2 + 1 = (11)2 = (3)10, atd.

1 1 1 1 0
+ 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1

1 1 1
× 1 1 0

0 0 0
1 1 1

1 1 1
1 0 1 0 1 0

1.1.2. Konverze z dekadické do dvojkové soustavy

Celočı́selná část:

109 Kvocient 54 27 13 6 3 1 0
: 2 Zbytek 1 0 1 1 0 1 1

LSB MSB

Pozor! Opačné pořadı́: LSB→ MSB.

Zlomková část:

0.375 Zlomek 0.75 0.5 0
× 2 Celé č. 0 1 1

MSB LSB
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1.1.3. Oktalová a hexadecimálnı́ reprezentace

Oktalová: báze 8, osm čı́slic 0, . . . , 7, pokryto skupinou třı́ bitů. Binárnı́ čı́slo
se rozdělı́ na skupiny třı́ bitů od tečky doleva a doprava (a přidajı́ se
nulové vycpávky, je-li třeba). Každá trojice se pak přepı́še jako jediná
oktalová čı́slice 0, . . . , 7:

(109.375)10 = ( 001 101 101 . 011 )2 = (155.3)8
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1.1.3. Oktalová a hexadecimálnı́ reprezentace

Oktalová: báze 8, osm čı́slic 0, . . . , 7, pokryto skupinou třı́ bitů. Binárnı́ čı́slo
se rozdělı́ na skupiny třı́ bitů od tečky doleva a doprava (a přidajı́ se
nulové vycpávky, je-li třeba). Každá trojice se pak přepı́še jako jediná
oktalová čı́slice 0, . . . , 7:

(109.375)10 = ( 001 101 101 . 011 )2 = (155.3)8

Hexadecimálnı́: báze 16, šestnáct čı́slic 0, . . . , 9,A ≡ 10,B ≡ 11,
C ≡ 12,D ≡ 13,E ≡ 14,F ≡ 15, pokryto skupinou čtyř bitů. Binárnı́
čı́slo se rozdělı́ na skupiny čtyř bitů od tečky doleva a doprava (a přidajı́
se nulové vycpávky, je-li třeba). Každá čtveřice se pak přepı́še jako
jediná hexadecimálnı́ čı́slice 0, . . . , 9,A, . . . ,F:

(109.375)10 = ( 0110 1101 . 0110 )2 = (6D.6)16
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1.2. Reprezentace dat

Data a programy jsou v paměti ukládány v binárnı́m formátu. Pamět’ je or-
ganizována do skupin po 8 bitech (b) – bajtů (byte, bytes, B) – nejmenšı́
adresovatelná jednotka: 1 B = 8 b.

1 KB 1024 B 210 B
1 MB 1024 KB = 1048576 B 220 B
1 GB 1024 MB = 1073741824 B 230 B
1 TB 1024 GB = 1099511627776 B 240 B

Různé druhy fyzické paměti (hierarchie paměti):

Typ paměti Velikost Přı́stupová doba
Registry CPU 8 B 1 clock cycle
Cache, Level 1 126 KB–512 KB 1 ns
Cache, Level 2 512 KB–8 MB 10 ns
Hlavnı́ pamět’(RAM) 8 MB–4 GB 60 ns
Pevný disk (HDD) 2 GB–100 GB 10 ms

Několik bajtů (obvykle 4, tj. 32 b) tvořı́ slovo (word).
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1.2.1. Znaky (characters)

Pı́smena abecedy (velká i malá), interpunkce, různé dalšı́ symboly. ASCII
(American Standard Code for Information Interchange): 7 bitů pro 1 znak⇒
27 = 128 reprezentovatelných znaků (0–127: ’dolnı́ polovina ASCII tabulky‘).

Zbylé pozice do 1 B: 128–255 (přı́p. (−128)–(−1) v přı́padě znaménkového
znaku): ’hornı́ polovina‘, obvykle pro znaky národnı́ch abeced, nenı́ dodržován
standard ISO 8859-2 ⇒ problémy s kódovánı́m češtiny (dalšı́ cp1250, PC-
latin2, Kamenických, Mac OS, . . . ).

Vyzkoušejte program char2ascii (zobrazí ASCII kód zadaného znaku).
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1.2.1. Znaky (characters)

Pı́smena abecedy (velká i malá), interpunkce, různé dalšı́ symboly. ASCII
(American Standard Code for Information Interchange): 7 bitů pro 1 znak⇒
27 = 128 reprezentovatelných znaků (0–127: ’dolnı́ polovina ASCII tabulky‘).

Zbylé pozice do 1 B: 128–255 (přı́p. (−128)–(−1) v přı́padě znaménkového
znaku): ’hornı́ polovina‘, obvykle pro znaky národnı́ch abeced, nenı́ dodržován
standard ISO 8859-2 ⇒ problémy s kódovánı́m češtiny (dalšı́ cp1250, PC-
latin2, Kamenických, Mac OS, . . . ).

Vyzkoušejte program char2ascii (zobrazí ASCII kód zadaného znaku).

Znaky v paměti Umı́stěnı́ znaku v RAM (chápané jako dlouhá sekvence
bajtů): jednoznačně určeno adresou. Např. máme-li k dispozici 512 MB RAM,
tj. 230 B, adresy pokrývajı́ 0, . . . , 230 − 1 = (3FFFFFFF)16.

Vyzkoušejte program charaddr (zobrazí adresu, na níž je uložen zadaný znak).
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Pro uloženı́ posloupnosti znaků (znakového řetězce, character string) ’Ahoj!‘
potřebujeme alokovat pět po sobě jdoucı́ch bajtů, např.:

Adresa Obsah Poznámka
BFFFF260 ’A’ prvnı́ bajt
BFFFF261 ’h’
BFFFF262 ’o’
BFFFF263 ’j’
BFFFF264 ’!’ poslednı́ bajt

Pro přı́stup potřebujeme znát adresu prvnı́ho znaku (zde BFFFF260) a délku
řetězce (zde 5).

Vyzkoušejte program straddr (zobrazí adresy, na nichž začíná a končí zadaný
znakový řetězec).
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1.2.2. Celá čı́sla (integers)

Neznaménková (unsigned) 1 B může reprezentovat celá čı́sla 0, . . . , 28−1 =
255, pro běžné aplikace málo. Standardnı́ datové typy obvykle rezervujı́ pro
celé čı́slo 2, 4, 8 po sobě jdoucı́ch bajtů. Závisı́ na platformě!! Např. v Unixu
je unsigned int v jazyce C 4-bajtové celé čı́slo, v MS DOS 2-bajtové.

Přı́klad: 4-bajtové (32 bitové) neznaménkové celé čı́slo 37 je zobrazeno jako

00000000 00000000 00000000 00100101

Rozsah 32 bitových neznaménkových celých čı́sel je od 0

00000000 00000000 00000000 00000000

do 232 − 1 = 4294967295

11111111 11111111 11111111 11111111

Rozsah p-bitového neznaménkového celého čı́sla je 0, 1, . . . , 2p − 1.

Pro demonstraci přetečení/podtečení (overflow/underflow) neznaménkových celých čí-
sel vyzkoušejte programy unsigover a unsigunder [Sandu, 2001].
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Znaménková (signed) Použı́vajı́ dvojkový doplněk (two’s complement). p-
bitové znaménkové celé čı́slo v rozsahu −2p−1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 2p−1 − 1
je reprezentováno nejmenšı́m celým kladným čı́slem, s nı́mž je kongruentnı́
modulo 2p.

(čı́slo)10 (dvojkový doplněk)10 (dvojkový doplněk)2
−2147483648 2147483648 10000000 00000000 00000000 00000000
−2147483647 2147483649 10000000 00000000 00000000 00000001
−2147483646 2147483650 10000000 00000000 00000000 00000010

...
...

...
−2 4294967294 11111111 11111111 11111111 11111110
−1 4294967295 11111111 11111111 11111111 11111111

0 0 00000000 00000000 00000000 00000000
1 1 00000000 00000000 00000000 00000001
2 2 00000000 00000000 00000000 00000010
...

...
...

2147483645 2147483645 01111111 11111111 11111111 11111101
2147483646 2147483646 01111111 11111111 11111111 11111110
2147483647 2147483647 01111111 11111111 11111111 11111111

Je-li k reprezentováno určitým bitovým vzorkem, pak −(k + 1) je reprezen-
továno inverznı́m bitovým vzorkem s 0→ 1, 1→ 0.
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Důvod pro užı́vánı́ dvojkového doplňku pro znaménková celá čı́sla: odčı́tánı́
a operace se zápornými čı́sly jsou nahrazeny operacemi jen s kladnými čı́sly.
Jiné způsoby (sign/magnitude a biased) viz [Sandu, 2001].

Pro demonstraci přetečení/podtečení znaménkových celých čísel vyzkoušejte pro-
gramy sigover a sigunder [Sandu, 2001].

Pozor na přiřazovánı́ např. hodnoty neznaménkové celočı́selné proměnné do
znaménkové celočı́selné proměnné, jako např. v tomto fragmentu:

unsigned int u;
signed int s;
s=u;

Pro demonstraci konverze neznaménkové celočíselné proměnné do znaménkové
vyzkoušejte program unsig2sig.
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Celá čı́sla v paměti Jak je např. uloženo nějaké 32-bitové (ne)znaménkové celé
čı́slo, třeba (37)10 = ( 00000000︸ ︷︷ ︸

B0

00000000︸ ︷︷ ︸
B1

00000000︸ ︷︷ ︸
B2

00100101︸ ︷︷ ︸
B3

)2?

Potřebujeme alokovat čtyři po sobě jdoucı́ bajty B0, . . . , B3.

Ale pozor! Pořadı́ ukládánı́ bajtů vı́cebajtových datových typů (tj. cokoli kromě
znaků), tak řečená endianita (endianity, byte sex) závisı́ na systému. Např. IBM a Sun
užı́vajı́ adresovánı́ Big Endian, Intel adresovánı́ Little Endian.

→ vzrůst adresy→
B0 B1 B2 B3

→ vzrůst adresy→
B3 B2 B1 B0
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Celá čı́sla v paměti Jak je např. uloženo nějaké 32-bitové (ne)znaménkové celé
čı́slo, třeba (37)10 = ( 00000000︸ ︷︷ ︸

B0

00000000︸ ︷︷ ︸
B1

00000000︸ ︷︷ ︸
B2

00100101︸ ︷︷ ︸
B3

)2?

Potřebujeme alokovat čtyři po sobě jdoucı́ bajty B0, . . . , B3.

Ale pozor! Pořadı́ ukládánı́ bajtů vı́cebajtových datových typů (tj. cokoli kromě
znaků), tak řečená endianita (endianity, byte sex) závisı́ na systému. Např. IBM a Sun
užı́vajı́ adresovánı́ Big Endian, Intel adresovánı́ Little Endian.

→ vzrůst adresy→
B0 B1 B2 B3

→ vzrůst adresy→
B3 B2 B1 B0

Podle Gulliverových cest – Liliputáni se dělili na dvě skupiny, které se přely o to, na
kterém konci se majı́ naklepávat vajı́čka (Little Endians a Big Endians). Pro přı́stup
potřebujeme znát nejnižšı́ adresu (bajtuB0 pro Big Endian, bajtuB3 pro Little Endian)
a velikost datového typu (zde 4 B).

Prostudujte zdrojový kód programu byte sex [Kasprzak, 2004], jenž vypíše endianitu vašeho systému
v době běhu.

Vyzkoušejte programy uintaddr/sintaddr (zobrazí počáteční a koncovou adresu zadaného
(ne)znaménkového celého čísla).
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Aritmetika počı́tačových celých čı́sel (s výjimkou
celočı́selného dělenı́) je, až na situace pře/podtečenı́,
přesná, tj. numerický výsledek = matematický
výsledek v Z!! (Spočetná množina je ’oseknuta‘ na
konečnou.)

Reálná čı́sla R tvořı́ kontinuum (mohutnost ℵ), které
musı́ v počı́tači být reprezentováno a vhodně
aproximováno pomocı́ konečného počtu čı́sel. Lze
reprezentovat jen čı́sla do určité meze, a v tomto
rozsahu jen vhodně rozloženou konečnou
podmnožinu F ⊂ R.
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1.2.3. Reálná čı́sla

Obvykle reprezentována čı́sly v pohyblivé řádové čárce/tečce (floating-point
numbers, FP). Historicky: čı́sla v pevné řádové čárce/tečce (fixed-point num-
bers)⇒ volba měřı́tka v rukou programátora (John von Neumann).

Motivace FP – hračkový model Pro jednoduchost volı́me bázi β = 10.
Každé čı́slo x ∈ R lze jednoznačně psát v normalizovaném tvaru

x = σ︸︷︷︸
±1

znam., 1 b

× m︸︷︷︸
1 ≤ m < 10

mantisa ∈ R, dm č.

× 10

exp. ∈ Z, de č.︷︸︸︷
e (1.1)

Např. 109.375 = +1× 1.09375× 102. Nerovnost omezujı́cı́ mantisu zajišt’uje
jedinou nenulovou čı́slici před jejı́ desetinnou tečkou (proto pohyblivá, ⇒
jednoznačnost); nelze třeba +1×0.109375×103 nebo +1×0.00109375×105.

Mějme pro uloženı́ 6 dekadických cifer: σ m1m2m3 e1e2 = + 109 02 .
Zde dm = 3, de = 2, m1 6= 0. Takových FP čı́sel je již konečně mnoho.
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Lze v našem hračkovém modelu uložit x = 0.000123? Ne: + 000 00 , úplná ztráta
informace! Exponent je totiž nezáporný! Co s tı́m?
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Lze v našem hračkovém modelu uložit x = 0.000123? Ne: + 000 00 , úplná ztráta
informace! Exponent je totiž nezáporný! Co s tı́m?

Použı́t bias: jsou-li jako exponent uloženy cifry e1e2, skutečný exponent je e1e2− 49
(49 je bias). Skutečný exponent má rozsah −49 až 50, ale je uložen jako 00 až
99. Nemusı́me pak ukládat znaménko exponentu, za cenu zmenšenı́ rozsahu. Čı́slo
x = 0.000123 = +1 × 1.23 × 10−4 je tedy uloženo jako + 123 45 . Obvykle
se nejmenšı́/největšı́ hodnota exponentu (zde 00 a 99) rezervuje pro reprezentaci
speciálnı́ čı́sel jako ±∞, 0, subnormálnı́ čı́sla, NaN (viz sekci 1.2.3), tj. e1e2 ∈
{01, . . . , 98}. Volba biasu je určena podmı́nkou 1/xmin < xmax a opačně.
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Lze v našem hračkovém modelu uložit x = 0.000123? Ne: + 000 00 , úplná ztráta
informace! Exponent je totiž nezáporný! Co s tı́m?

Použı́t bias: jsou-li jako exponent uloženy cifry e1e2, skutečný exponent je e1e2− 49
(49 je bias). Skutečný exponent má rozsah −49 až 50, ale je uložen jako 00 až
99. Nemusı́me pak ukládat znaménko exponentu, za cenu zmenšenı́ rozsahu. Čı́slo
x = 0.000123 = +1 × 1.23 × 10−4 je tedy uloženo jako + 123 45 . Obvykle
se nejmenšı́/největšı́ hodnota exponentu (zde 00 a 99) rezervuje pro reprezentaci
speciálnı́ čı́sel jako ±∞, 0, subnormálnı́ čı́sla, NaN (viz sekci 1.2.3), tj. e1e2 ∈
{01, . . . , 98}. Volba biasu je určena podmı́nkou 1/xmin < xmax a opačně.
Max. absolutnı́ hodnota normalizovaného FP čı́sla: pro m1m2m3 = 999, e1e2 =

98 je xmax = 9.99× 1049.
Min. absolutnı́ hodnota normalizovaného FP čı́sla: pro m1m2m3 = 100, e1e2 =

01 je xmin = 1.00× 10−48.
Nula je reprezentována m1m2m3 = 000, e1e2 = 00. Obě (±0) ekvivalentnı́.
Subnormálnı́ čı́sla: upustı́me-li od normalizovaného tvaru (m1 6= 0), lze reprezen-

tovat čı́sla menšı́ než xmin: m1m2m3 = 010, e1e2 = 00 dává x = 10−49,
m1m2m3 = 001, e1e2 = 00 dává x = 10−50.
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Lze v našem hračkovém modelu uložit x = 0.000123? Ne: + 000 00 , úplná ztráta
informace! Exponent je totiž nezáporný! Co s tı́m?

Použı́t bias: jsou-li jako exponent uloženy cifry e1e2, skutečný exponent je e1e2− 49
(49 je bias). Skutečný exponent má rozsah −49 až 50, ale je uložen jako 00 až
99. Nemusı́me pak ukládat znaménko exponentu, za cenu zmenšenı́ rozsahu. Čı́slo
x = 0.000123 = +1 × 1.23 × 10−4 je tedy uloženo jako + 123 45 . Obvykle
se nejmenšı́/největšı́ hodnota exponentu (zde 00 a 99) rezervuje pro reprezentaci
speciálnı́ čı́sel jako ±∞, 0, subnormálnı́ čı́sla, NaN (viz sekci 1.2.3), tj. e1e2 ∈
{01, . . . , 98}. Volba biasu je určena podmı́nkou 1/xmin < xmax a opačně.
Max. absolutnı́ hodnota normalizovaného FP čı́sla: pro m1m2m3 = 999, e1e2 =

98 je xmax = 9.99× 1049.
Min. absolutnı́ hodnota normalizovaného FP čı́sla: pro m1m2m3 = 100, e1e2 =

01 je xmin = 1.00× 10−48.
Nula je reprezentována m1m2m3 = 000, e1e2 = 00. Obě (±0) ekvivalentnı́.
Subnormálnı́ čı́sla: upustı́me-li od normalizovaného tvaru (m1 6= 0), lze reprezen-

tovat čı́sla menšı́ než xmin: m1m2m3 = 010, e1e2 = 00 dává x = 10−49,
m1m2m3 = 001, e1e2 = 00 dává x = 10−50.

Subnormálnı́ čı́sla zlepšujı́ přesnost v okolı́ 0: uvažujme fragment kódu if (x!=y) z=1.0/(x-y);, a x = 1.02×
10−48, y = 1.01 × 10−48. Podmı́nka je v rámci normalizovaných FP splněna, ale rozdı́l x − y je pod rozsahem
normalizovaných FP (⇒ dělenı́ nulou!), nikoli však subnormálnı́ch FP, x− y = 10−50.
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Volı́me-li bázi β = 2, máme normalizovaný tvar

x = σ︸︷︷︸
0 ≡ +, 1 ≡ −

znam., 1 bit

× m︸︷︷︸
1 ≤ m < 2

mantisa ∈ R, dm bitů

× 2

exp. ∈ Z, de bitů︷︸︸︷
e (1.2)

Např. (109.375)10 = (1101101.011)2 = +1× 1.101101011× 26. Mějme pro
uloženı́ 11 bitů: dm = 6, de = 4, jeden bit pro znaménko. FP reprezentace
je (zatı́m bez biasu) σ m1m2m3m4m5m6 e1e2e3e4 = 0 110110 0110 .
Požadavek na normalizaci ve dvojkové soustavě (m1 6= 0) znamená m1 = 1,
je tedy zbytečné m1 ukládat a mı́sto toho uložit dalšı́, nejméně významný
bit, navı́c. Toto se nazývá technika skrytého bitu (hidden bit technique): FP
reprezentace je pak 0 101101 0110 .
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Volı́me-li bázi β = 2, máme normalizovaný tvar

x = σ︸︷︷︸
0 ≡ +, 1 ≡ −

znam., 1 bit

× m︸︷︷︸
1 ≤ m < 2

mantisa ∈ R, dm bitů

× 2

exp. ∈ Z, de bitů︷︸︸︷
e (1.2)

Např. (109.375)10 = (1101101.011)2 = +1× 1.101101011× 26. Mějme pro
uloženı́ 11 bitů: dm = 6, de = 4, jeden bit pro znaménko. FP reprezentace
je (zatı́m bez biasu) σ m1m2m3m4m5m6 e1e2e3e4 = 0 110110 0110 .
Požadavek na normalizaci ve dvojkové soustavě (m1 6= 0) znamená m1 = 1,
je tedy zbytečné m1 ukládat a mı́sto toho uložit dalšı́, nejméně významný
bit, navı́c. Toto se nazývá technika skrytého bitu (hidden bit technique): FP
reprezentace je pak 0 101101 0110 .

IEEE standard Standardizuje FP čı́sla, jak provádět aritmetické operace,
a ošetřenı́ výjimek (exceptions handling). Vyvinut v 80 letech 20. stoletı́ (IEEE,
W. Kahan), nynı́ respektován všemi výrobci CPU.
ANSI/IEEE 754-1985 (pro β = 2), ANSI/IEEE 854-1987 (pro obecné β)
ISO standard: IEC 559: 1989
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Čı́slo x ∈ F je binárně reprezentováno jako

x = σ︸︷︷︸
1-bitové znam.

× m︸︷︷︸
dm-bitová mantisa

× 2

de-bitový exp.︷︸︸︷
e −

bias︷︸︸︷
E
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Čı́slo x ∈ F je binárně reprezentováno jako

x = σ︸︷︷︸
1-bitové znam.

× m︸︷︷︸
dm-bitová mantisa

× 2

de-bitový exp.︷︸︸︷
e −

bias︷︸︸︷
E (1.3)

Jednoduchá přesnost (single precision)

Délka: 4 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záporné
Exponent: de = 8, bias E = (127)10 Mant.: dm = 23, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 1.18× 10−38, 3.40× 1038 ε, ε−: 1.1921× 10−7, 5.9605× 10−8

σ e1e2e3 · · · e8 m1m2m3 · · ·m23
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Čı́slo x ∈ F je binárně reprezentováno jako

x = σ︸︷︷︸
1-bitové znam.

× m︸︷︷︸
dm-bitová mantisa

× 2

de-bitový exp.︷︸︸︷
e −

bias︷︸︸︷
E (1.3)

Jednoduchá přesnost (single precision)

Délka: 4 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záporné
Exponent: de = 8, bias E = (127)10 Mant.: dm = 23, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 1.18× 10−38, 3.40× 1038 ε, ε−: 1.1921× 10−7, 5.9605× 10−8

σ e1e2e3 · · · e8 m1m2m3 · · ·m23

e1e2e3 · · · e8 Hodnota Poznámka
(00000000)2 = (0)10 ±(0.m1 · · ·m23)2 × 2−126 m1 = · · · = m23 = 0: nula (±0)

±(0.m1 · · ·m23)2 × 2−126 aspoň jedno mi 6= 0: subnormálnı́
(00000001)2 = (1)10 ±(1.m1 · · ·m23)2 × 2−126 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(01111111)2 = (127)10 ±(1.m1 · · ·m23)2 × 20 normalizované čı́slo
(10000000)2 = (128)10 ±(1.m1 · · ·m23)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(11111110)2 = (254)10 ±(1.m1 · · ·m23)2 × 2127 normalizované čı́slo
(11111111)2 = (255)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m23 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number
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Dvojnásobná přesnost (double precision)

Délka: 8 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 11, bias E = (1023)10 Mant.: dm = 52, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 2.23× 10−308, 1.79× 10308 ε, ε−: 2.22× 10−16, 1.11× 10−16

σ e1e2e3 · · · e11 m1m2m3 · · ·m52
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Dvojnásobná přesnost (double precision)

Délka: 8 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 11, bias E = (1023)10 Mant.: dm = 52, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 2.23× 10−308, 1.79× 10308 ε, ε−: 2.22× 10−16, 1.11× 10−16

σ e1e2e3 · · · e11 m1m2m3 · · ·m52

e1e2e3 · · · e11 Hodnota Poznámka
(00000000000)2 = (0)10 ±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 m1 = · · · = m52 = 0: nula (±0)

±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 aspoň jedno mi 6= 0: subnormálnı́
(00000000001)2 = (1)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(01111111111)2 = (1023)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 20 normalizované čı́slo
(10000000000)2 = (1024)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(11111111110)2 = (2046)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21023 normalizované čı́slo
(11111111111)2 = (2047)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m52 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number
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Dvojnásobná přesnost (double precision)

Délka: 8 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 11, bias E = (1023)10 Mant.: dm = 52, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 2.23× 10−308, 1.79× 10308 ε, ε−: 2.22× 10−16, 1.11× 10−16

σ e1e2e3 · · · e11 m1m2m3 · · ·m52

e1e2e3 · · · e11 Hodnota Poznámka
(00000000000)2 = (0)10 ±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 m1 = · · · = m52 = 0: nula (±0)

±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 aspoň jedno mi 6= 0: subnormálnı́
(00000000001)2 = (1)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(01111111111)2 = (1023)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 20 normalizované čı́slo
(10000000000)2 = (1024)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(11111111110)2 = (2046)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21023 normalizované čı́slo
(11111111111)2 = (2047)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m52 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Jaké čı́slo reprezentuje v jedn. přes. |0|10000000|00110000000000000000000|?
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Dvojnásobná přesnost (double precision)

Délka: 8 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 11, bias E = (1023)10 Mant.: dm = 52, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 2.23× 10−308, 1.79× 10308 ε, ε−: 2.22× 10−16, 1.11× 10−16

σ e1e2e3 · · · e11 m1m2m3 · · ·m52

e1e2e3 · · · e11 Hodnota Poznámka
(00000000000)2 = (0)10 ±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 m1 = · · · = m52 = 0: nula (±0)

±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 aspoň jedno mi 6= 0: subnormálnı́
(00000000001)2 = (1)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(01111111111)2 = (1023)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 20 normalizované čı́slo
(10000000000)2 = (1024)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(11111111110)2 = (2046)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21023 normalizované čı́slo
(11111111111)2 = (2047)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m52 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Jaké čı́slo reprezentuje v jedn. přes. |0|10000000|00110000000000000000000|? (1+2−3+2−4)×21=
19
8

Jak je zobrazeno x = 5 jako 4 B integer?
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Dvojnásobná přesnost (double precision)

Délka: 8 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 11, bias E = (1023)10 Mant.: dm = 52, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 2.23× 10−308, 1.79× 10308 ε, ε−: 2.22× 10−16, 1.11× 10−16

σ e1e2e3 · · · e11 m1m2m3 · · ·m52

e1e2e3 · · · e11 Hodnota Poznámka
(00000000000)2 = (0)10 ±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 m1 = · · · = m52 = 0: nula (±0)

±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 aspoň jedno mi 6= 0: subnormálnı́
(00000000001)2 = (1)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(01111111111)2 = (1023)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 20 normalizované čı́slo
(10000000000)2 = (1024)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(11111111110)2 = (2046)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21023 normalizované čı́slo
(11111111111)2 = (2047)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m52 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Jaké čı́slo reprezentuje v jedn. přes. |0|10000000|00110000000000000000000|? (1+2−3+2−4)×21=
19
8

Jak je zobrazeno x = 5 jako 4 B integer? |00000000000000000000000000000101|

Jak je zobrazeno x = 5.0 jako single prec.?
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Dvojnásobná přesnost (double precision)

Délka: 8 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 11, bias E = (1023)10 Mant.: dm = 52, technika skrytého bitu
|xmin,max|: 2.23× 10−308, 1.79× 10308 ε, ε−: 2.22× 10−16, 1.11× 10−16

σ e1e2e3 · · · e11 m1m2m3 · · ·m52

e1e2e3 · · · e11 Hodnota Poznámka
(00000000000)2 = (0)10 ±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 m1 = · · · = m52 = 0: nula (±0)

±(0.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 aspoň jedno mi 6= 0: subnormálnı́
(00000000001)2 = (1)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 2−1022 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(01111111111)2 = (1023)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 20 normalizované čı́slo
(10000000000)2 = (1024)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(11111111110)2 = (2046)10 ±(1.m1 · · ·m52)2 × 21023 normalizované čı́slo
(11111111111)2 = (2047)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m52 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Jaké čı́slo reprezentuje v jedn. přes. |0|10000000|00110000000000000000000|? (1+2−3+2−4)×21=
19
8

Jak je zobrazeno x = 5 jako 4 B integer? |00000000000000000000000000000101|

Jak je zobrazeno x = 5.0 jako single prec.? (1+2−2)×22≡|0|10000001|01000000000000000000000|
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Rozšı́řená dvojnásobná přesnost (double-extended precision)
Doporučeno normou ANSI/IEEE 754-1985 (majı́ registry mikroprocesorů Intel).

Délka: 10 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 15, bias E = (16383)10 Mantisa: dm = 64, bez skrytého bitu

σ e1e2e3 · · · e15 m1m2m3 · · ·m64
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Rozšı́řená dvojnásobná přesnost (double-extended precision)
Doporučeno normou ANSI/IEEE 754-1985 (majı́ registry mikroprocesorů Intel).

Délka: 10 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 15, bias E = (16383)10 Mantisa: dm = 64, bez skrytého bitu

σ e1e2e3 · · · e15 m1m2m3 · · ·m64

e1e2e3 · · · e15 Hodnota Poznámka
(000000000000000)2 = (0)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 m1 = · · · = m64 = 0: nula (±0)
(000000000000001)2 = (1)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(011111111111111)2 = (16383)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 20 normalizované čı́slo
(100000000000000)2 = (16384)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(111111111111110)2 = (32766)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 216363 normalizované čı́slo
(111111111111111)2 = (32767)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m64 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Užitečné pro dočasné uchovánı́ mezivýsledků (v registrech). Existuje také rozšı́řená jedno-
duchá přesnost (single-extended precision). Podrobně viz [Goldberg, 1991].
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Rozšı́řená dvojnásobná přesnost (double-extended precision)
Doporučeno normou ANSI/IEEE 754-1985 (majı́ registry mikroprocesorů Intel).

Délka: 10 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 15, bias E = (16383)10 Mantisa: dm = 64, bez skrytého bitu

σ e1e2e3 · · · e15 m1m2m3 · · ·m64

e1e2e3 · · · e15 Hodnota Poznámka
(000000000000000)2 = (0)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 m1 = · · · = m64 = 0: nula (±0)
(000000000000001)2 = (1)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(011111111111111)2 = (16383)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 20 normalizované čı́slo
(100000000000000)2 = (16384)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(111111111111110)2 = (32766)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 216363 normalizované čı́slo
(111111111111111)2 = (32767)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m64 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Užitečné pro dočasné uchovánı́ mezivýsledků (v registrech). Existuje také rozšı́řená jedno-
duchá přesnost (single-extended precision). Podrobně viz [Goldberg, 1991].

Co představuje |0|10000000|10000000000000000000000| jako single prec. FP čı́slo a co jako 4 B integer?
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Rozšı́řená dvojnásobná přesnost (double-extended precision)
Doporučeno normou ANSI/IEEE 754-1985 (majı́ registry mikroprocesorů Intel).

Délka: 10 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 15, bias E = (16383)10 Mantisa: dm = 64, bez skrytého bitu

σ e1e2e3 · · · e15 m1m2m3 · · ·m64

e1e2e3 · · · e15 Hodnota Poznámka
(000000000000000)2 = (0)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 m1 = · · · = m64 = 0: nula (±0)
(000000000000001)2 = (1)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(011111111111111)2 = (16383)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 20 normalizované čı́slo
(100000000000000)2 = (16384)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(111111111111110)2 = (32766)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 216363 normalizované čı́slo
(111111111111111)2 = (32767)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m64 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Užitečné pro dočasné uchovánı́ mezivýsledků (v registrech). Existuje také rozšı́řená jedno-
duchá přesnost (single-extended precision). Podrobně viz [Goldberg, 1991].

Co představuje |0|10000000|10000000000000000000000| jako single prec. FP čı́slo a co jako 4 B integer?

3.0a1077936128

Jak jsou v single prec. zobrazena čı́sla 2−126 a (2− 2−23)× 2127?
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Rozšı́řená dvojnásobná přesnost (double-extended precision)
Doporučeno normou ANSI/IEEE 754-1985 (majı́ registry mikroprocesorů Intel).

Délka: 10 B (podléhajı́ endianitě) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro záp.
Exponent: de = 15, bias E = (16383)10 Mantisa: dm = 64, bez skrytého bitu

σ e1e2e3 · · · e15 m1m2m3 · · ·m64

e1e2e3 · · · e15 Hodnota Poznámka
(000000000000000)2 = (0)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 m1 = · · · = m64 = 0: nula (±0)
(000000000000001)2 = (1)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 2−16362 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(011111111111111)2 = (16383)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 20 normalizované čı́slo
(100000000000000)2 = (16384)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 21 normalizované čı́slo
· · · · · · · · ·
(111111111111110)2 = (32766)10 ±(m1.m2 · · ·m64)2 × 216363 normalizované čı́slo
(111111111111111)2 = (32767)10 ’+inf‘ a ’-inf‘ m1 = · · · = m64 = 0: ±∞

’NaN‘ aspoň jedno mi 6= 0: not a number

Užitečné pro dočasné uchovánı́ mezivýsledků (v registrech). Existuje také rozšı́řená jedno-
duchá přesnost (single-extended precision). Podrobně viz [Goldberg, 1991].

Co představuje |0|10000000|10000000000000000000000| jako single prec. FP čı́slo a co jako 4 B integer?

3.0a1077936128

Jak jsou v single prec. zobrazena čı́sla 2−126 a (2− 2−23)× 2127?

|0|00000001|00000000000000000000000|a|0|11111110|11111111111111111111111|
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Strojové epsilon Jak probı́há např. sečtenı́ dvou FP čı́sel? Pokud nejsou
exponenty stejné, zvětšı́ se exponent menšı́ho čı́sla na hodnotu většı́ho čı́sla,
a zároveň se zmenšuje mantisa posunem cifer o potřebný počet mı́st doprava
(tj. dělenı́m β, right-shifting ).

Např. v hračkovém modelu sčı́táme 1 = 1.00 × 100 a 0.01 = 1.00 × 10−2.
Upravı́me druhý sčı́tanec na 0.01× 100 a sečteme: 1.00× 100 + 0.01× 100 =
1.01× 100. OK!
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Strojové epsilon Jak probı́há např. sečtenı́ dvou FP čı́sel? Pokud nejsou
exponenty stejné, zvětšı́ se exponent menšı́ho čı́sla na hodnotu většı́ho čı́sla,
a zároveň se zmenšuje mantisa posunem cifer o potřebný počet mı́st doprava
(tj. dělenı́m β, right-shifting ).

Např. v hračkovém modelu sčı́táme 1 = 1.00 × 100 a 0.01 = 1.00 × 10−2.
Upravı́me druhý sčı́tanec na 0.01× 100 a sečteme: 1.00× 100 + 0.01× 100 =
1.01× 100. OK!

Kdyby byl druhý sčı́tanec nejbližšı́ menšı́ FP čı́slo než 0.01, tj. 9.99 × 10−3,
dostaneme srovnánı́m jeho exponentu a posunem mantisy o tři pozice 1.00×
100 + 0.00999× 100 = 1.00× 100! Ztráta signifikantnı́ informace!

Čı́slo 0.01 je nejmenšı́ kladné FP čı́slo ε, pro které platı́ 1+ ε > 1, nebo jinak,
1 + ε je nejbližšı́ FP čı́slo většı́ než 1. Nazývá se strojové epsilon (machine
epsilon). V našem hračkovém modelu ε = 0.01.
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Strojové epsilon Jak probı́há např. sečtenı́ dvou FP čı́sel? Pokud nejsou
exponenty stejné, zvětšı́ se exponent menšı́ho čı́sla na hodnotu většı́ho čı́sla,
a zároveň se zmenšuje mantisa posunem cifer o potřebný počet mı́st doprava
(tj. dělenı́m β, right-shifting ).

Např. v hračkovém modelu sčı́táme 1 = 1.00 × 100 a 0.01 = 1.00 × 10−2.
Upravı́me druhý sčı́tanec na 0.01× 100 a sečteme: 1.00× 100 + 0.01× 100 =
1.01× 100. OK!

Kdyby byl druhý sčı́tanec nejbližšı́ menšı́ FP čı́slo než 0.01, tj. 9.99 × 10−3,
dostaneme srovnánı́m jeho exponentu a posunem mantisy o tři pozice 1.00×
100 + 0.00999× 100 = 1.00× 100! Ztráta signifikantnı́ informace!

Čı́slo 0.01 je nejmenšı́ kladné FP čı́slo ε, pro které platı́ 1+ ε > 1, nebo jinak,
1 + ε je nejbližšı́ FP čı́slo většı́ než 1. Nazývá se strojové epsilon (machine
epsilon). V našem hračkovém modelu ε = 0.01.

Analogicky v binárnı́ IEEE aritmetice je strojové epsilon ε = 2−dm (při pou-
žitı́ skrytého bitu) a ε = 21−dm (bez použitı́ skrytého bitu). (Lze definovat
rovněž strojové epsilon ε− pro odečı́tánı́ od 1.)
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Demonstrace pro single precision:

1.0 ≡ |0|01111111|00000000000000000000000|

ε ≡ |0| 01101000︸ ︷︷ ︸
(104)10

|00000000000000000000000|

Zvětšı́me-li exponent ε o 1, musı́me mantisu dělit dvojkou, čı́mž se skrytý bit
1 posune na prvnı́ mı́sto v mantise (ted’už ale žádný dalšı́ skrytý bit u ε nenı́!):

ε = |0| 01101001︸ ︷︷ ︸
(105)10

|10000000000000000000000|
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Demonstrace pro single precision:

1.0 ≡ |0|01111111|00000000000000000000000|

ε ≡ |0| 01101000︸ ︷︷ ︸
(104)10

|00000000000000000000000|

Zvětšı́me-li exponent ε o 1, musı́me mantisu dělit dvojkou, čı́mž se skrytý bit
1 posune na prvnı́ mı́sto v mantise (ted’už ale žádný dalšı́ skrytý bit u ε nenı́!):

ε = |0| 01101001︸ ︷︷ ︸
(105)10

|10000000000000000000000|

Dalšı́m zvětšenı́m exponentu o 1 a posunem mantisy doprava máme:

ε = |0| 01101010︸ ︷︷ ︸
(106)10

|01000000000000000000000|

Po 127− 104 = 23 = dm takových operacı́ch je mantisa srovnána a skrytý bit
vytlačen na pravou krajnı́ pozici:

ε = |0| 01111111︸ ︷︷ ︸
(127)10

|00000000000000000000001|
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Vezmeme-li mı́sto čı́sla 1.0 libovolné FP čı́slo x s obecným exponentem e − E a
mantisou m nejvýše |111 . . . 10|, bude přı́slušné strojové epsilon mı́t exponent menšı́
o dm a v mantise samé nuly, tj. nejbližšı́ FP čı́slo bude o ε×2e−E většı́. Pro 1 ≤ x < 2
je e−E = 0, pro 2 ≤ x < 4 je e−E = 1 (mezera mezi FP čı́sly 2ε), pro 0.5 ≤ x < 1
je e− E = −1 (mezera mezi FP čı́sly ε/2), apod. Čı́m většı́ je FP čı́slo, tı́m většı́ je
mezera mezi nimi; FP čı́sla majı́ vysokou hustotu v blı́zkosti nuly a čı́m vı́ce se od
nuly vzdalujeme, tı́m se stávajı́ řidšı́mi – viz obrázek na následujı́cı́ straně.

Jaká je mezera mezi 1024 a nejbližšı́m většı́m IEEE single precision FP čı́slem?
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Vezmeme-li mı́sto čı́sla 1.0 libovolné FP čı́slo x s obecným exponentem e − E a
mantisou m nejvýše |111 . . . 10|, bude přı́slušné strojové epsilon mı́t exponent menšı́
o dm a v mantise samé nuly, tj. nejbližšı́ FP čı́slo bude o ε×2e−E většı́. Pro 1 ≤ x < 2
je e−E = 0, pro 2 ≤ x < 4 je e−E = 1 (mezera mezi FP čı́sly 2ε), pro 0.5 ≤ x < 1
je e− E = −1 (mezera mezi FP čı́sly ε/2), apod. Čı́m většı́ je FP čı́slo, tı́m většı́ je
mezera mezi nimi; FP čı́sla majı́ vysokou hustotu v blı́zkosti nuly a čı́m vı́ce se od
nuly vzdalujeme, tı́m se stávajı́ řidšı́mi – viz obrázek na následujı́cı́ straně.

Jaká je mezera mezi 1024 a nejbližšı́m většı́m IEEE single precision FP čı́slem?1024ε≈0.00012
Uvažujte čı́slo (0.1)10. Jaká je jeho single precision FP reprezentace?
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Vezmeme-li mı́sto čı́sla 1.0 libovolné FP čı́slo x s obecným exponentem e − E a
mantisou m nejvýše |111 . . . 10|, bude přı́slušné strojové epsilon mı́t exponent menšı́
o dm a v mantise samé nuly, tj. nejbližšı́ FP čı́slo bude o ε×2e−E většı́. Pro 1 ≤ x < 2
je e−E = 0, pro 2 ≤ x < 4 je e−E = 1 (mezera mezi FP čı́sly 2ε), pro 0.5 ≤ x < 1
je e− E = −1 (mezera mezi FP čı́sly ε/2), apod. Čı́m většı́ je FP čı́slo, tı́m většı́ je
mezera mezi nimi; FP čı́sla majı́ vysokou hustotu v blı́zkosti nuly a čı́m vı́ce se od
nuly vzdalujeme, tı́m se stávajı́ řidšı́mi – viz obrázek na následujı́cı́ straně.

Jaká je mezera mezi 1024 a nejbližšı́m většı́m IEEE single precision FP čı́slem?1024ε≈0.00012
Uvažujte čı́slo (0.1)10. Jaká je jeho single precision FP reprezentace?

=|0|01111011 ︸︷︷︸ (123)10

|10011001100110011001100|
(1+2−1+2−4+2−5+2−8+2−9+2−12+2−13+2−16+2−17+2−20+2−21+···)×2−4

Má technika skrytého bitu v tomto přı́padě za důsledek přesnějšı́ reprezentaci?
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Vezmeme-li mı́sto čı́sla 1.0 libovolné FP čı́slo x s obecným exponentem e − E a
mantisou m nejvýše |111 . . . 10|, bude přı́slušné strojové epsilon mı́t exponent menšı́
o dm a v mantise samé nuly, tj. nejbližšı́ FP čı́slo bude o ε×2e−E většı́. Pro 1 ≤ x < 2
je e−E = 0, pro 2 ≤ x < 4 je e−E = 1 (mezera mezi FP čı́sly 2ε), pro 0.5 ≤ x < 1
je e− E = −1 (mezera mezi FP čı́sly ε/2), apod. Čı́m většı́ je FP čı́slo, tı́m většı́ je
mezera mezi nimi; FP čı́sla majı́ vysokou hustotu v blı́zkosti nuly a čı́m vı́ce se od
nuly vzdalujeme, tı́m se stávajı́ řidšı́mi – viz obrázek na následujı́cı́ straně.

Jaká je mezera mezi 1024 a nejbližšı́m většı́m IEEE single precision FP čı́slem?1024ε≈0.00012
Uvažujte čı́slo (0.1)10. Jaká je jeho single precision FP reprezentace?

=|0|01111011 ︸︷︷︸ (123)10

|10011001100110011001100|
(1+2−1+2−4+2−5+2−8+2−9+2−12+2−13+2−16+2−17+2−20+2−21+···)×2−4

Má technika skrytého bitu v tomto přı́padě za důsledek přesnějšı́ reprezentaci?

Ne.

Program epsilon [Sandu, 2001] po zadání exponentu p sečte 1 + 2−p a od výsledku
odečte 1 (pro single i double precision). Je-li 2−p < ε, výsledek bude nula. Spusťte pro-
gram pro p ∈ {20, . . . , 60} a experimentálně zjistěte strojové epsilon pro jednoduchou
i dvojnásobnou přesnost.
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Grafické znázorněnı́ rozloženı́ FP čı́sel. V každém intervalu 〈2n, 2n+1) ležı́
stejný počet FP čı́sel, takže mezera mezi nimi se zvětšuje a hustota zmenšuje.

Množina FP čı́sel: F = {±0, normálnı́, subnormálnı́,±∞}.
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Pomocí programů machar single a machar double [Press et al., 1997a] diagnosti-
kujte FP parametry vašeho systému. Položky na výstupu znamenají:
ibeta ≡ β, báze používané číselné soustavy.
it ≡ dm + 1 (při použití skrytého bitu), dm bez něj; počet cifer mantisy.
irnd Vrací 0, . . . , 5 informující o způsobu zaokrouhlování při sčítání a jak je ošetřeno

podtečení. 2, 5: váš systém zaokrouhluje podle IEEE standardu. 1, 4: váš systém
provádí zaokrouhlování, ale ne podle IEEE standardu. 0, 3: nezaokrouhluje,
usekává. 0, 1, 2: bez subnormálních čísel, 3, 4, 5: užívá subnormálních čísel.

ngrd Počet
’
guard digits‘.

machep Nejmenší (nejzápornější) exponent e− E báze β takový, že 1 + βe−E > 1.
negep Nejmenší (nejzápornější) exponent e− E báze β takový, že 1− βe−E < 1.
iexp ≡ de, počet bitů exponentu.
minexp Nejmenší (nejzápornější) exponent e− E báze β konzistentní s normalizova-

nými čísly.
maxexp Největší (kladný) exponent e− E báze β.
eps ≡ ε, strojové epsilon.
epsneg ≡ ε−, strojové epsilon ε−.
xmin ≡ βminexp, nejmenší kladné normalizované FP číslo.
xmax ≡ (1− ε−)βmaxexp, největší normalizované FP číslo.
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Zaokrouhlovánı́ Nenı́-li x ∈ R a zároveň x /∈ F, musı́me je reprezentovat
vhodným FP čı́slem – zaokrouhlovánı́ (rounding). ANSI/IEEE definuje čtyři
typy zaokrouhlovánı́: nahoru, dolů, k nule, k nejbližšı́mu FP čı́slu.

Nahoru/dolů (up or down) Označme x− (x+) nejbližšı́ menšı́ nebo rovné
(většı́ nebo rovné) FP čı́slo, a definujme

[x] ≡
{
x− pro zaokrouhlenı́ dolů
x+ pro zaokrouhlenı́ nahoru [0] ≡ 0 (1.4)

Zaokrouhlenı́ reprezentuje určitou zaokrouhlovacı́ chybu (roundoff error).
Relativnı́ zaokrouhlovacı́ chybu δ definujeme

[x] = x(1 + δ) (1.5)

Protože |[x]− x| ≤ |x+ − x−| a zároveň x ≥ x−, je

|δ| ≤ |x+ − x−|
|x−|

=
ε2e−E

m2e−E
≤ ε (1.6)

Nalezněte v našem hračkovém FP modelu přı́klad čı́sla takového, že při zaokrouhlenı́ dolů δ ≈ ε.
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Zaokrouhlovánı́ Nenı́-li x ∈ R a zároveň x /∈ F, musı́me je reprezentovat
vhodným FP čı́slem – zaokrouhlovánı́ (rounding). ANSI/IEEE definuje čtyři
typy zaokrouhlovánı́: nahoru, dolů, k nule, k nejbližšı́mu FP čı́slu.

Nahoru/dolů (up or down) Označme x− (x+) nejbližšı́ menšı́ nebo rovné
(většı́ nebo rovné) FP čı́slo, a definujme

[x] ≡
{
x− pro zaokrouhlenı́ dolů
x+ pro zaokrouhlenı́ nahoru [0] ≡ 0 (1.4)

Zaokrouhlenı́ reprezentuje určitou zaokrouhlovacı́ chybu (roundoff error).
Relativnı́ zaokrouhlovacı́ chybu δ definujeme

[x] = x(1 + δ) (1.5)

Protože |[x]− x| ≤ |x+ − x−| a zároveň x ≥ x−, je

|δ| ≤ |x+ − x−|
|x−|

=
ε2e−E

m2e−E
≤ ε (1.6)

Nalezněte v našem hračkovém FP modelu přı́klad čı́sla takového, že při zaokrouhlenı́ dolů δ ≈ ε.

x=0.9999...
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K nule (chopping, toward zero) Zahozenı́ (odseknutı́) bitů nenulových které se
nevejdou do mantisy. Zřejmě 0 ≤ x− ≤ x pro kladná x a x ≤ x+ ≤ 0 pro záporná
x. Zaokrouhlené čı́slo nenı́ dále od nuly než zaokrouhlované čı́slo. Zaokrouhlovacı́
chyba

−ε ≤ δchopping ≤ 0 (1.7)

K nejbližšı́mu FP čı́slu (to nearest) Použı́vá většina procesorů; pod zaokrouhlo-
vánı́m (rounding) budeme dále rozumět tento způsob.

[x] ≡
{
x− je-li x− ≤ x < 1

2(x+ − x−)
x+ je-li x+ ≥ x > 1

2(x+ − x−)
(1.8)

Zřejmě

−1
2ε ≤ δrounding ≤ 1

2ε (1.9)

Chyby majı́ obě znaménka, takže se pravděpodobně zrušı́ a nebudou se akumulovat
jako u zaokrouhlenı́ k nule. Je-li x = 1

2(x+ + x−), IEEE standard vyžaduje vybrat
zaokrouhlenı́ se sudým (nulovým) poslednı́m bitem. Např. pro šestibitovou mantisu
x = 1.0000001 může být zaokrouhleno na x− = 1.000000 nebo na x+ = 1.000001;
v tomto přı́padě x−. To garantuje polovinu zaokrouhlenı́ nahoru a polovinu dolů.
Podrobně viz [Goldberg, 1991, Práger a Sýkorová, 2004].
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FP čı́sla jsou přesná až na faktor (1 ± ε/2). Pro jednoduchou přesnost to
znamená 1±10−7, tj. cca 7 desetinných mı́st pro čı́sla řádu jednotek, u čı́sel řádu
107 jsou nepřesnostı́ ’postiženy‘ jednotky, u čı́sel menšı́ch než 1 je nepřesnostı́

’postižena‘ sedmá cifra po prvnı́ nenulové čı́slici.

Podobně pro dvojnásobnou přesnost je přesných cca 16 desetinných mı́st pro
čı́sla řádu jednotek.

Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty těchto čı́sel:

x = 4 + 2−20
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FP čı́sla jsou přesná až na faktor (1 ± ε/2). Pro jednoduchou přesnost to
znamená 1±10−7, tj. cca 7 desetinných mı́st pro čı́sla řádu jednotek, u čı́sel řádu
107 jsou nepřesnostı́ ’postiženy‘ jednotky, u čı́sel menšı́ch než 1 je nepřesnostı́

’postižena‘ sedmá cifra po prvnı́ nenulové čı́slici.

Podobně pro dvojnásobnou přesnost je přesných cca 16 desetinných mı́st pro
čı́sla řádu jednotek.

Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty těchto čı́sel:

x = 4 + 2−20 x=2
2
(1+2−22

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 8 + 2−20
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FP čı́sla jsou přesná až na faktor (1 ± ε/2). Pro jednoduchou přesnost to
znamená 1±10−7, tj. cca 7 desetinných mı́st pro čı́sla řádu jednotek, u čı́sel řádu
107 jsou nepřesnostı́ ’postiženy‘ jednotky, u čı́sel menšı́ch než 1 je nepřesnostı́

’postižena‘ sedmá cifra po prvnı́ nenulové čı́slici.

Podobně pro dvojnásobnou přesnost je přesných cca 16 desetinných mı́st pro
čı́sla řádu jednotek.

Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty těchto čı́sel:

x = 4 + 2−20 x=2
2
(1+2−22

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 8 + 2−20 x=2
3
(1+2−23

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 16 + 2−20
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FP čı́sla jsou přesná až na faktor (1 ± ε/2). Pro jednoduchou přesnost to
znamená 1±10−7, tj. cca 7 desetinných mı́st pro čı́sla řádu jednotek, u čı́sel řádu
107 jsou nepřesnostı́ ’postiženy‘ jednotky, u čı́sel menšı́ch než 1 je nepřesnostı́

’postižena‘ sedmá cifra po prvnı́ nenulové čı́slici.

Podobně pro dvojnásobnou přesnost je přesných cca 16 desetinných mı́st pro
čı́sla řádu jednotek.

Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty těchto čı́sel:

x = 4 + 2−20 x=2
2
(1+2−22

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 8 + 2−20 x=2
3
(1+2−23

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 16 + 2−20 x=24(1+2−24),nenı́FP,[x]=x−=24,x+=24(1+2−23),(sudýposl.bit)

x = 32 + 2−20
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FP čı́sla jsou přesná až na faktor (1 ± ε/2). Pro jednoduchou přesnost to
znamená 1±10−7, tj. cca 7 desetinných mı́st pro čı́sla řádu jednotek, u čı́sel řádu
107 jsou nepřesnostı́ ’postiženy‘ jednotky, u čı́sel menšı́ch než 1 je nepřesnostı́

’postižena‘ sedmá cifra po prvnı́ nenulové čı́slici.

Podobně pro dvojnásobnou přesnost je přesných cca 16 desetinných mı́st pro
čı́sla řádu jednotek.

Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty těchto čı́sel:

x = 4 + 2−20 x=2
2
(1+2−22

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 8 + 2−20 x=2
3
(1+2−23

),jeFPčı́slo,[x]=x

x = 16 + 2−20 x=24(1+2−24),nenı́FP,[x]=x−=24,x+=24(1+2−23),(sudýposl.bit)

x = 32 + 2−20 x=25(1+2−25),nenı́FP,xjeblı́žekx−,takže[x]=x−

Vyzkoušejte program round s čísly 1.0, 2.0, 1.1, 0.5, 0.0625, 0.6, 0.62 a podle vlastního
výběru. Vysvětlete získané výsledky.
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1.3. Aritmetické operace
Hodnoty operandů jsou načteny z paměti do registrů
CPU, Arithmetic and Logic Unit (ALU) provede
operaci, výsledek vrátı́ do třetı́ho registru, poté je
hodnota uložena do paměti.

Operandy: FP čı́sla. Ale výsledek aritmetické ope-
race nemusı́ být FP čı́slo! Bude zaokrouhleno ⇒
výsledek aritmetické operace je obecně poškozen
zaokrouhlovacı́ chybou.

V našem hračkovém modelu mějme dvě FP čı́sla a = 97.2 = 9.72 × 101 a b = 6.43 =
6.43× 100. Mantisa druhého se posune tak, aby se exponenty rovnaly.

9.72 ×101

0.643 ×101

10.363 ×101

Výsledek 1.0363× 102 nenı́ FP čı́slo! Bude zaokrouhlen na 1.04× 102 =
104. Matematický výsledek se lišı́ od numerického! Označme FP aritmetické
operace ⊕, 	, ⊗, �; obecně např. a⊕ b 6= a+ b.

FP sčı́tánı́ nenı́ asociativnı́! Pro c = 0.999 = 9.99×10−1 je (a⊕ b)⊕ c = 1.04×102 = 104,
ale a⊕ (b⊕ c) = 1.05× 102 = 105.
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1.3. Aritmetické operace
Hodnoty operandů jsou načteny z paměti do registrů
CPU, Arithmetic and Logic Unit (ALU) provede
operaci, výsledek vrátı́ do třetı́ho registru, poté je
hodnota uložena do paměti.

Operandy: FP čı́sla. Ale výsledek aritmetické ope-
race nemusı́ být FP čı́slo! Bude zaokrouhleno ⇒
výsledek aritmetické operace je obecně poškozen
zaokrouhlovacı́ chybou.

V našem hračkovém modelu mějme dvě FP čı́sla a = 97.2 = 9.72 × 101 a b = 6.43 =
6.43× 100. Mantisa druhého se posune tak, aby se exponenty rovnaly.

9.72 ×101

0.643 ×101

10.363 ×101

Výsledek 1.0363× 102 nenı́ FP čı́slo! Bude zaokrouhlen na 1.04× 102 =
104. Matematický výsledek se lišı́ od numerického! Označme FP aritmetické
operace ⊕, 	, ⊗, �; obecně např. a⊕ b 6= a+ b.

FP sčı́tánı́ nenı́ asociativnı́! Pro c = 0.999 = 9.99×10−1 je (a⊕ b)⊕ c = 1.04×102 = 104,
ale a⊕ (b⊕ c) = 1.05× 102 = 105.

Ukažte, že FP sčı́tánı́ je komutativnı́.
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1.3.1. IEEE aritmetika

Nejprve exaktně, pak zaokrouhlit na nejbližšı́:

a⊕ b ≡ [a+ b] a	 b ≡ [a− b] a⊗ b ≡ [a× b] a� b ≡ [a/b] (1.10)

Totéž platı́ pro druhou odmocninu, zbytek, a konverzi mezi celočı́selným a FP
typem. Operace prováděné tı́mto způsobem se nazývajı́ exaktně zaokrouhlené
(exactly rounded) nebo správně zaokrouhlené (correctly rounded).

Hardware kompatibilnı́ s IEEE FP aritmetikou zlepšuje portabilitu programů.

Požadavek na exaktně zaokrouhlené operace se jevı́ jako přirozený, ale je
obtı́žné hardwarově jej implementovat. Důvodem je, že pro implementaci
korektnı́ IEEE aritmetiky potřebujeme dodatečné hardwarové zdroje (registry
dostatečné šı́řky).

Truncation error – na rozdı́l od zaokrouhlovacı́ chyby plně pod kontrolou
programátora.
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1.3.2. Speciálnı́ aritmetické operace

Znaménková nula Obě legálnı́, ale ne zcela ekvivalentnı́. Je-li x = +0,
y = −0 (ve smyslu FP reprezentace single, double a extended double), pak
(x==y) vracı́ logickou pravdu.

Konzistence s oběma nekonečny: podle IEEE 1/(+0) = +∞ a 1/(−0) =
−∞. Kdyby byla jen jedna nula a 1/0 = +∞, pak 1/(1/(−∞)) = 1/0 =
+∞.

Např. pro tg(π/2 − x) můžeme konzistentně definovat funkčnı́ hodnotu pro
x = ±0 jako ∓∞.

Nevýhoda: pro x = +0, y = −0 sice (x==y) vracı́ logickou pravdu, ale
(1/x==1/y) logickou nepravdu.
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1.3.2. Speciálnı́ aritmetické operace

Znaménková nula Obě legálnı́, ale ne zcela ekvivalentnı́. Je-li x = +0,
y = −0 (ve smyslu FP reprezentace single, double a extended double), pak
(x==y) vracı́ logickou pravdu.

Konzistence s oběma nekonečny: podle IEEE 1/(+0) = +∞ a 1/(−0) =
−∞. Kdyby byla jen jedna nula a 1/0 = +∞, pak 1/(1/(−∞)) = 1/0 =
+∞.

Např. pro tg(π/2 − x) můžeme konzistentně definovat funkčnı́ hodnotu pro
x = ±0 jako ∓∞.

Nevýhoda: pro x = +0, y = −0 sice (x==y) vracı́ logickou pravdu, ale
(1/x==1/y) logickou nepravdu.

Porovnánı́
(a<b).OR.(a==b).OR.(a>b) True, jsou-li a, b ∈ F. False, je-li jedno NaN.

+0==-0 True
+inf==-inf False
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Operace s nekonečnem Nekonečna poskytujı́ možnost pokračovat ve vý-
počtu, objevı́-li se přetečenı́ rozsahu normalizovaných FP čı́sel.

a/∞ =
{

0 a konečné FP
NaN a =∞

a×∞ =


+∞ a > 0
−∞ a < 0
NaN a = 0

±∞+ a =


±∞ a konečné FP
±∞ a = ±∞
NaN a = ∓∞
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Operace s nekonečnem Nekonečna poskytujı́ možnost pokračovat ve vý-
počtu, objevı́-li se přetečenı́ rozsahu normalizovaných FP čı́sel.

a/∞ =
{

0 a konečné FP
NaN a =∞

a×∞ =


+∞ a > 0
−∞ a < 0
NaN a = 0

±∞+ a =


±∞ a konečné FP
±∞ a = ±∞
NaN a = ∓∞

Operace s NaN Jakákoli operace, jejı́mž aspoň jednı́m operandem je NaN,
má výsledek NaN. Navı́c je NaN výsledkem:∞+ (−∞), 0×∞, 0/0,∞/∞,√
−|x|, x mod 0,∞ mod x.
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1.3.3. Výjimky, návěštı́, zachycovánı́

(exceptions, flags, exception trapping)

IEEE definuje 5 výjimek: dělenı́ nulou, přetečenı́ (overflow), podtečenı́ (underflow),
neplatná operace (invalid operation), nepřesná operace (inexact operation).

Trap handlers jsou užitečné pro zpětnou kompatibilitu programů.

Dělenı́ nulou Je-li a ∈ F, IEEE vyžaduje:

a/0.0 =


+∞ je-li a > 0
−∞ je-li a < 0
NaN je-li a = 0
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1.3.3. Výjimky, návěštı́, zachycovánı́

(exceptions, flags, exception trapping)

IEEE definuje 5 výjimek: dělenı́ nulou, přetečenı́ (overflow), podtečenı́ (underflow),
neplatná operace (invalid operation), nepřesná operace (inexact operation).

Trap handlers jsou užitečné pro zpětnou kompatibilitu programů.

Dělenı́ nulou Je-li a ∈ F, IEEE vyžaduje:

a/0.0 =


+∞ je-li a > 0
−∞ je-li a < 0
NaN je-li a = 0

(1.11)

Přetečenı́ Když je výsledek aritmetické operace konečný, ale většı́ co do velikosti
než největšı́ reprezentovatelné FP čı́slo. Standardnı́ IEEE ošetřenı́: výsledek ±∞
(round to nearest) nebo největšı́ reprezentovatelné FP čı́slo (round toward 0). Některé
kompilátory přetečenı́ zachytı́ a ukončı́ vykonávánı́ programu s chybovou hláškou.
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Přı́klad eliminace přetečenı́: [Press et al., 1997a] poskytuje knihovnu complex.c,
v němž jsou definovány funkce pro práci s komplexnı́mi čı́sly, mj. funkci Cabs pro
výpočet absolutnı́ hodnoty. Pro datový typ fcomplex definovaný jako
typedef struct FCOMPLEX {float r,i;} fcomplex;

Chybná implementace:

float Cabs(fcomplex z)
{

return sqrt(z.r*z.r+z.i*z.i);
}

Zde mohou kvadráty přetéci! Špatně!
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Přı́klad eliminace přetečenı́: [Press et al., 1997a] poskytuje knihovnu complex.c,
v němž jsou definovány funkce pro práci s komplexnı́mi čı́sly, mj. funkci Cabs pro
výpočet absolutnı́ hodnoty. Pro datový typ fcomplex definovaný jako
typedef struct FCOMPLEX {float r,i;} fcomplex;

Chybná implementace:

float Cabs(fcomplex z)
{

return sqrt(z.r*z.r+z.i*z.i);
}

Zde mohou kvadráty přetéci! Špatně!
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vý

po
če
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Správná implementace:

float Cabs(fcomplex z)
{

float x,y,ans,temp;
x=fabs(z.r);
y=fabs(z.i);
if (x == 0.0)

ans=y;
else if (y == 0.0)

ans=x;
else if (x > y) {

temp=y/x;
ans=x*sqrt(1.0+temp*temp);

} else {
temp=x/y;
ans=y*sqrt(1.0+temp*temp);

}
return ans;

}
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Podtečenı́ Když je výsledek aritmetické operace menšı́ než nejmenšı́ normalizované FP
čı́slo. Podle IEEE je výsledek subnormálnı́ čı́slo (tzv. postupné podtečenı́, gradual under-
flow) nebo 0, je-li výsledek dostatečně malý. Subnormálnı́ čı́sla majı́ menšı́ přesnost než
normalizovaná, takže vedou ke ztrátě přesnosti. To je ale lepšı́ než bez jejich použitı́.

Přı́klad ztráty přesnosti: v našem hračkovém modelu x = 1.99× 10−40, y = 1.00× 10−11,
z = 1.00 × 1011 spočtěme (x × y) × z. Matematický výsledek je roven texact = x. Podle
teorie zaokrouhlovacı́ch chyb očekáváme

tFP = (x⊗ y)⊗ z = (1 + δ)texact, |δ| ≈ ε (1.12)

(Pro každé FP násobenı́ je relativnı́ chyba |δ⊗| ≤ ε/2.) V hračkovém modelu je ε = 0.01,
takže očekáváme

tFP ∈ 〈(1− 2ε)texact, (1 + 2ε)texact〉 = 〈1.98× 10−40, 2.00× 10−40〉 (1.13)

Avšak součin x ⊗ y = 1.99 × 10−51 podtéká, a má v subnormálnı́ch čı́slech reprezentaci
0.01×10−49, což vynásobeno se z dá tFP = 1.00×10−40. Relativnı́ chyba je pak |δsubnorm| =
0.99 = 99ε.
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Podtečenı́ Když je výsledek aritmetické operace menšı́ než nejmenšı́ normalizované FP
čı́slo. Podle IEEE je výsledek subnormálnı́ čı́slo (tzv. postupné podtečenı́, gradual under-
flow) nebo 0, je-li výsledek dostatečně malý. Subnormálnı́ čı́sla majı́ menšı́ přesnost než
normalizovaná, takže vedou ke ztrátě přesnosti. To je ale lepšı́ než bez jejich použitı́.

Přı́klad ztráty přesnosti: v našem hračkovém modelu x = 1.99× 10−40, y = 1.00× 10−11,
z = 1.00 × 1011 spočtěme (x × y) × z. Matematický výsledek je roven texact = x. Podle
teorie zaokrouhlovacı́ch chyb očekáváme

tFP = (x⊗ y)⊗ z = (1 + δ)texact, |δ| ≈ ε (1.12)

(Pro každé FP násobenı́ je relativnı́ chyba |δ⊗| ≤ ε/2.) V hračkovém modelu je ε = 0.01,
takže očekáváme

tFP ∈ 〈(1− 2ε)texact, (1 + 2ε)texact〉 = 〈1.98× 10−40, 2.00× 10−40〉 (1.13)

Avšak součin x ⊗ y = 1.99 × 10−51 podtéká, a má v subnormálnı́ch čı́slech reprezentaci
0.01×10−49, což vynásobeno se z dá tFP = 1.00×10−40. Relativnı́ chyba je pak |δsubnorm| =
0.99 = 99ε.

Neplatná operace Výsledkem je NaN.
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Podtečenı́ Když je výsledek aritmetické operace menšı́ než nejmenšı́ normalizované FP
čı́slo. Podle IEEE je výsledek subnormálnı́ čı́slo (tzv. postupné podtečenı́, gradual under-
flow) nebo 0, je-li výsledek dostatečně malý. Subnormálnı́ čı́sla majı́ menšı́ přesnost než
normalizovaná, takže vedou ke ztrátě přesnosti. To je ale lepšı́ než bez jejich použitı́.

Přı́klad ztráty přesnosti: v našem hračkovém modelu x = 1.99× 10−40, y = 1.00× 10−11,
z = 1.00 × 1011 spočtěme (x × y) × z. Matematický výsledek je roven texact = x. Podle
teorie zaokrouhlovacı́ch chyb očekáváme

tFP = (x⊗ y)⊗ z = (1 + δ)texact, |δ| ≈ ε (1.12)

(Pro každé FP násobenı́ je relativnı́ chyba |δ⊗| ≤ ε/2.) V hračkovém modelu je ε = 0.01,
takže očekáváme

tFP ∈ 〈(1− 2ε)texact, (1 + 2ε)texact〉 = 〈1.98× 10−40, 2.00× 10−40〉 (1.13)

Avšak součin x ⊗ y = 1.99 × 10−51 podtéká, a má v subnormálnı́ch čı́slech reprezentaci
0.01×10−49, což vynásobeno se z dá tFP = 1.00×10−40. Relativnı́ chyba je pak |δsubnorm| =
0.99 = 99ε.

Neplatná operace Výsledkem je NaN.
Nepřesná operace Výsledkem je hodnota zaokrouhlená podle IEEE.

Vyzkoušejte program messy-c.
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1.3.4. Systémové aspekty

Design počı́tačových systémů vyžaduje hluboké znalosti FP čı́sel. Modernı́ procesory majı́
speciálnı́ FP instrukce, kompilátory musı́ generovat takové FP instrukce, a operačnı́ systémy
musı́ ošetřit výjimky generované FP instrukcemi.

Zde uvedeme pouze vybrané aspekty, podrobná diskuse je uvedena např. v [Goldberg, 1991,
Sandu, 2001].
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1.3.4. Systémové aspekty

Design počı́tačových systémů vyžaduje hluboké znalosti FP čı́sel. Modernı́ procesory majı́
speciálnı́ FP instrukce, kompilátory musı́ generovat takové FP instrukce, a operačnı́ systémy
musı́ ošetřit výjimky generované FP instrukcemi.

Zde uvedeme pouze vybrané aspekty, podrobná diskuse je uvedena např. v [Goldberg, 1991,
Sandu, 2001].

Optimalizace Následujı́cı́ kódy jsou matematicky ekvivalentnı́:

eps1single
#include <stdio.h>
int main(void)
{

float eps=1.0;
do {

eps /= 2.0;
} while (1.0+eps>1.0);
printf("\n%.12e\n",eps);
return 0;

}

eps2single
#include <stdio.h>
int main(void)
{

float eps=1.0;
do {

eps /= 2.0;
} while (eps>0.0);
printf("\n%.12e\n",eps);
return 0;

}

eps3single
#include <stdio.h>
int main(void)
{

float eps=1.0,x;
do {

eps /= 2.0; x=1.0+eps;
} while (x>1.0);
printf("\n%.12e\n",eps);
return 0;

}

Spouštějte demonstrační programy epsXsingle, X = 1,2,3 a optimalizovanou verzi
eps3single-optcpu, a pokuste se vysvětlit výsledky. (Double varianty epsXdouble a
eps3double-optcpu se liší jen záměnou float za double.)
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1.3.5. Dlouhé sumace

Problém s dlouhými sumacemi: každá individuálnı́ sumace vnášı́ do částečného součtu
určitou chybu, takže celková suma může být značně nepřesná.

Položı́me-li v sumě
∑n

j=1 xj : s1 = (1+δ1)x1, s2 = (1+δ2)(s1+x2) = (1+δ2)[(1+
δ1)x1 + x2], s3 = (1 + δ3)(s2 + x3) = (1 + δ3){(1 + δ2)[(1 + δ1)x1 + x2] + x3} =
(1 + δ1 + δ2 + δ3)x1 + (1 + δ2 + δ3)x2 + (1 + δ3)x3 +O(ε2), atd.

• Výpočet ve vyššı́ přesnosti (např. žádáme-li sn v single, počı́táme v double).
Problém nastává, žádáme-li výsledek v double.
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1.3.5. Dlouhé sumace
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• Výpočet ve vyššı́ přesnosti (např. žádáme-li sn v single, počı́táme v double).
Problém nastává, žádáme-li výsledek v double.

• Vhodně seřadit členy – zřejmě je výhodnějšı́ seřadit sčı́tance vzestupně.
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1.3.5. Dlouhé sumace
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• Výpočet ve vyššı́ přesnosti (např. žádáme-li sn v single, počı́táme v double).
Problém nastává, žádáme-li výsledek v double.

• Vhodně seřadit členy – zřejmě je výhodnějšı́ seřadit sčı́tance vzestupně.
• Použı́t Kahanovu sumačnı́ formuli [Goldberg, 1991]:

sum=x(1)
c=0.0
DO j=2,n
y=x(j)-c
t=sum+y
c=(t-sum)-y
sum=t

END DO

Pak vypočı́taná suma

sn =
n∑
j=1

xj(1 + δj) +O(nε2)
n∑
j=1

|xj | (1.14)

kde |δj | ≤ 2ε. Důkaz viz [Goldberg, 1991].
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Uvažujme sumu (b ∈ N)

s = 1 +
1
b

+ . . .+
1
b︸ ︷︷ ︸

b členů

+
1
b2

+ . . .+
1
b2︸ ︷︷ ︸

b2 členů

+ . . .+
1

bpmax
+ . . .+

1
bpmax︸ ︷︷ ︸

bpmax členů

(1.15)

Každý ze členů ve svorkách je roven jedné, exaktnı́ matematická suma je proto
pmax + 1. Počet sčı́tanců v sumě je

1 + b+ b2 + . . .+ bpmax =
bpmax − 1
b− 1

(1.16)

Vyzkoušejte program longsum, který vykonává sumaci (1.15) pro b = 10, pmax = 7 třemi způsoby:
v sestupném pořadí, ve vzestupném pořadí a s použitím Kahanovy sumační formule. Jak se chovají
optimalizované verze longsum-O1 a longsum-O2?
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Každý ze členů ve svorkách je roven jedné, exaktnı́ matematická suma je proto
pmax + 1. Počet sčı́tanců v sumě je

1 + b+ b2 + . . .+ bpmax =
bpmax − 1
b− 1

(1.16)

Vyzkoušejte program longsum, který vykonává sumaci (1.15) pro b = 10, pmax = 7 třemi způsoby:
v sestupném pořadí, ve vzestupném pořadí a s použitím Kahanovy sumační formule. Jak se chovají
optimalizované verze longsum-O1 a longsum-O2?

Typický výstup v single precision vypadá (GNU/Linux 2.4.20, GCC 3.3 20030226):
basis = 10, maximum_power = 7
number_of_terms_in_the_sum = 11111111
exact: 8.00000000, rel_error = 0.00000000 %
sort down: 6.95631695, rel_error = -13.04603815 %
sort up: 8.01876831, rel_error = 0.23460388 %
Kahan: 8.00000000, rel_error = 0.00000000 %

U optimalizované verze je poslednı́ řádek
Kahan: 6.95631695, rel error = -13.0460377 % Proč?
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1.3.6. Patologie, nástrahy a pasti

Konverze mezi binárnı́m a dekadickým formátem

Vyzkoušejte program storeprt, jehož první část pouze uloží číslo x = 1.0 × 10−4 a
poté jej vytiskne na terminál. Vysvětlete pozorovanou

’
anomálii‘.
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1.3.6. Patologie, nástrahy a pasti

Konverze mezi binárnı́m a dekadickým formátem

Vyzkoušejte program storeprt, jehož první část pouze uloží číslo x = 1.0 × 10−4 a
poté jej vytiskne na terminál. Vysvětlete pozorovanou

’
anomálii‘.

Porovnávánı́ FP čı́sel

Vyzkoušejte opět program storeprt, jehož druhá část se větví podle výsledku srovnání
čísel 1.0× 108 × x2 a 1.0. Vysvětlete, proč se skutečnost liší od očekávání.

Vyzkoušejte upravený program storeprt2, jenž má upravenou podmínku větvení. Proč
tento program pracuje v souladu s očekáváním?
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1.3.6. Patologie, nástrahy a pasti

Konverze mezi binárnı́m a dekadickým formátem

Vyzkoušejte program storeprt, jehož první část pouze uloží číslo x = 1.0 × 10−4 a
poté jej vytiskne na terminál. Vysvětlete pozorovanou

’
anomálii‘.

Porovnávánı́ FP čı́sel

Vyzkoušejte opět program storeprt, jehož druhá část se větví podle výsledku srovnání
čísel 1.0× 108 × x2 a 1.0. Vysvětlete, proč se skutečnost liší od očekávání.

Vyzkoušejte upravený program storeprt2, jenž má upravenou podmínku větvení. Proč
tento program pracuje v souladu s očekáváním?

Vyzkoušejte programy quiz cor a quiz inc. Proč první z nich vybere
’
správnou‘ a

druhý
’
nesprávnou‘ větev?
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Zvláštnı́ konverze Někdy je nepřesnost v FP přenesena prostřednictvı́m kon-
verzı́ do celočı́selných typů.

Vyzkoušejte program convers a jeho optimalizovanou verzi convers-optcpu. Vysvět-
lete výsledky.
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Zvláštnı́ konverze Někdy je nepřesnost v FP přenesena prostřednictvı́m kon-
verzı́ do celočı́selných typů.

Vyzkoušejte program convers a jeho optimalizovanou verzi convers-optcpu. Vysvět-
lete výsledky.

Jiný problém nastává při konverzi single do double precision. Taková konverze
nezlepšuje přesnost – bity registru jsou ’vycpány‘ nulami a čı́slo zůstává jinak
stejné jako v single.

Ověřte si uvedené tvrzení pomocí programu sing2dbl.
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Zvláštnı́ konverze Někdy je nepřesnost v FP přenesena prostřednictvı́m kon-
verzı́ do celočı́selných typů.

Vyzkoušejte program convers a jeho optimalizovanou verzi convers-optcpu. Vysvět-
lete výsledky.

Jiný problém nastává při konverzi single do double precision. Taková konverze
nezlepšuje přesnost – bity registru jsou ’vycpány‘ nulami a čı́slo zůstává jinak
stejné jako v single.

Ověřte si uvedené tvrzení pomocí programu sing2dbl.

Operandy v paměti a v registrech Je-li tentýž výpočet prováděn s operandy
v registru (FP registry CPU Pentium majı́ rozšı́řenou dvojnásobnou přesnost,
80 bitů) a s operandy v paměti, může se výsledek lišit.

Tento jev demonstrujte pomocí programu mem reg-O0 a jeho optimalizované verzi (stu-
peň -O2) mem reg-O2.
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Neplatné čı́slice Odečteme-li v single precision 100000.1− 100000.0, oče-
káváme výsledek 0.1.

Jaký výsledek poskytne program insignid? Jak jej vysvětlíte?
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Neplatné čı́slice Odečteme-li v single precision 100000.1− 100000.0, oče-
káváme výsledek 0.1.

Jaký výsledek poskytne program insignid? Jak jej vysvětlíte?

Single precision zaručuje 7 decimálnı́ch čı́slic, a výše uvedené odečı́tánı́ zrušı́
nejvýznamnějšı́ch 6; výsledek obsahuje jen jednu. Připojené ’smetı́‘ jsou ne-
signifikantnı́ čı́slice, které pocházejı́ z nepřesné binárnı́ reprezentace operandů.
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Neplatné čı́slice Odečteme-li v single precision 100000.1− 100000.0, oče-
káváme výsledek 0.1.

Jaký výsledek poskytne program insignid? Jak jej vysvětlíte?

Single precision zaručuje 7 decimálnı́ch čı́slic, a výše uvedené odečı́tánı́ zrušı́
nejvýznamnějšı́ch 6; výsledek obsahuje jen jednu. Připojené ’smetı́‘ jsou ne-
signifikantnı́ čı́slice, které pocházejı́ z nepřesné binárnı́ reprezentace operandů.

Na pořadı́ operacı́ záležı́! Matematicky ekvivalentnı́ výrazy mohou dávat
odlišné výsledky podle toho, v jakém pořadı́ se provádı́ vyčı́slovánı́ v FP.

Demonstrujte tuto skutečnost pomocí programu ordofop, případně jeho optimalizované
verze ordofop-optcpu.

Proč dává optimalizovaná verze jiné výsledky než neoptimalizovaná?
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Katastrofické vyrušenı́ (catastrophic cancellation, loss-of-significance errors).
Odečı́táme-li velmi blı́zká čı́sla, nejvýznamnějšı́ čı́slice operandů se rovnajı́ a vzá-
jemně se zrušı́. Pokud jsou operandy poškozeny zaokrouhlovacı́ chybou, může dojı́t
k úplnému zamaskovánı́ výsledku.

Řešı́me-li kvadratickou rovnici

ax2 + bx+ c = 0 (1.17)

s takovými koeficienty, že 4ac� b2, bude jeden z kořenů

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(1.18)

podléhat katastrofickému vyrušenı́. Pro b > 0 to bude kořen x1 odpovı́dajı́cı́ +.
V takovém přı́padě rozšı́řı́me rovnici (1.18) výrazem −b−

√
b2 − 4ac:

x1 =
2c

−b−
√
b2 − 4ac

(1.19)

Vyzkoušejte program cancerr, který řeší kvadratickou rovnici s koeficienty a = 1.0, b =
c = 1.0× 108. Podmínka 4ac� b2 je splněna a kořen (1.18) odpovídající znaménku +
trpí katastrofickým vyrušením. Použitím (1.19) dostaneme podstatně přesnější výsledek.
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1.3.7. Stabilita

Někdy je zaokrouhlovacı́ chyba ’vmixována‘do výpočtu v jeho rané fázi a
zvětšuje se tak dlouho, až zcela překryje správný výsledek.

Přı́klad [Press et al., 1997a]: Kladným řešenı́m kvadratické rovnice

x2 = 1− x (1.20)

je ’Zlatý řez‘ (Golden Mean) ϕ = 1
2 (
√

5 − 1) ≈ 0.61803398875. Celočı́selné mocniny ϕn

lze počı́tat pomocı́ ϕn+1 = ϕϕn, n = 0, 1, . . ., nebo z rekurentnı́ formule

ϕn+1 = ϕn−1 − ϕn, ϕ0 = 1, ϕ1 = 0.61803398875, n = 1, 2, . . . (1.21)

jen pomocı́ odčı́tánı́. (Důkaz (1.21): ϕn+1 − ϕn−1 = ϕn−1(ϕ2 − 1) = −ϕn, protože podle
(1.20) je výraz v závorce roven −ϕ.)
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1.3.7. Stabilita

Někdy je zaokrouhlovacı́ chyba ’vmixována‘do výpočtu v jeho rané fázi a
zvětšuje se tak dlouho, až zcela překryje správný výsledek.

Přı́klad [Press et al., 1997a]: Kladným řešenı́m kvadratické rovnice

x2 = 1− x (1.20)

je ’Zlatý řez‘ (Golden Mean) ϕ = 1
2 (
√

5 − 1) ≈ 0.61803398875. Celočı́selné mocniny ϕn

lze počı́tat pomocı́ ϕn+1 = ϕϕn, n = 0, 1, . . ., nebo z rekurentnı́ formule

ϕn+1 = ϕn−1 − ϕn, ϕ0 = 1, ϕ1 = 0.61803398875, n = 1, 2, . . . (1.21)

jen pomocı́ odčı́tánı́. (Důkaz (1.21): ϕn+1 − ϕn−1 = ϕn−1(ϕ2 − 1) = −ϕn, protože podle
(1.20) je výraz v závorce roven −ϕ.)

Rovnice (1.20) má ještě jedno řešenı́: ψ = − 1
2 (
√

5 + 1) ≈ −1.61803398875. Toto řešenı́
splňuje stejnou rekurzivnı́ relaci (1.21). Jelikož (1.21) je lineárnı́, a |ψ| > 1, malá přı́měs
zavlečená zaokrouhlovacı́ chybou bude exponenciálně růst.

Tento příklad nestability je implementován v programech unstable single a
unstable double (varianty pro jednoduchou a dvojnásobnou přesnost).
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1.4. Havárie způsobené chybným použitı́m FP čı́sel
• Kolaps řı́zenı́ obranného protiraketového systému Patriot ve válce v Zálivu r. 1991.

Systém fungoval efektivně, ale v jednom přı́padě selhal: Identifikace střel Scud
probı́hala tak, že radarový systém po zachycenı́ podezřelého objektu předpověděl
jeho budoucı́ polohu po uplynutı́ nějakého časového intervalu, a jestliže v tom mı́stě
v přı́slušnou dobu objekt zjistil, dal signál k jeho zničenı́. Právě v předpovědi nové
polohy docházelo k nepřesnostem, a to tı́m většı́m, čı́m déle systém pracoval. Po 20
hodinách byla chyba v určenı́ polohy zhruba 137 metrů, po 100 hodinách 687 metrů.
Přı́čina: vnitřnı́ hodiny počı́tače uchovávaly čas v celých násobcı́ch 0.1 sec a program
je převáděl na FP čı́slo v sekundách. Při tom se dekadické čı́slo 0.1, které má v binárnı́
soustavě nekonečný rozvoj 0.0001100110011 . . ., zaokrouhlovalo.

• Převod FP čı́sla na celé čı́slo způsobil destrukci rakety Ariane 5 v ceně ∼ 1 G$
v červnu 1996. Přı́čina: třicet sedm vteřin po startu se program pokusil konvertovat
horizontálnı́ komponentu rychlosti rakety z double precision na krátké (16bitové) celé
čı́slo, které přeteklo, počı́tačový program ohlásil neplatnou operaci a řı́dicı́ systém
provedl samodestrukci rakety.

Vı́ce viz [Práger a Sýkorová, 2004] a
http://www.fas.org/starwars/gao/im92026.htm
http://www.siam.org/siamnews/general/patriot.htm
http://www.ima.umn.edu/˜arnold/disasters/

http://www.fas.org/starwars/gao/im92026.htm
http://www.siam.org/siamnews/general/patriot.htm
http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/
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Shrnutı́ kapitoly: Prvnı́ kapitola měla úvodnı́ charakter a seznámila vás s principy vy-
užı́vaných ve výpočetnı́ technice při reprezentaci a manipulaci s čı́sly. Naučili jste se
rozumět problémům celočı́selné aritmetiky a hlavně aritmetiky reálných čı́sel. Seznámili
jste se s důležitými pojmy jako jsou FP čı́sla, normalizovaná a subnormálnı́ čı́sla; norma
ANSI/IEEE 754-1985; jednoduchá a dvojnásobná přesnost, strojové epsilon, zaokrouhlo-
vánı́ výjimky a stabilita výpočtu

Dalšı́ zdroje:
• Výklad nevyžadujı́cı́ zvláštnı́ předběžné znalosti je uveden např. v [Práger a Sý-

korová, 2004].
• Úvod do Fortranu 95 a numerických metod [Sandu, 2001]. Obsahuje kapitolu

o reprezentaci čı́sel a počı́tačové aritmetice. Dostupné na
http://www.cs.mtu.edu/˜asandu/Courses/CS2911/fortran˙notes/main.html

• Podrobnou analýzu s mnoha odkazy na původnı́ prameny podává např. člá-
nek [Goldberg, 1991].

• Sekce 1.3 (1.2) v [Press et al., 1997a]. Pro jazyk C dostupné na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c1-3.pdf,
pro Fortran na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/c1-2.pdf.

http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911/fortran_notes/main.html
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c1-3.pdf
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/c1-2.pdf
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2. Řešenı́ lineárnı́ch algebraických rovnic

Rychlý náhled kapitoly: V této kapitole se budeme věnovat jedné ze základnı́ch úloh
numerické matematiky – řešenı́ soustav lineárnı́ch algebraických rovnic (SLAR). Důležitost
této úlohy tkvı́ v tom, že mnoho jiných úloh může být převedeno na řešenı́ SLAR. Ukážeme
si základnı́ algoritmy řešenı́ a naučı́me se včas detekovat možné problémy.

Cı́le kapitoly:
• Naučit se řešit SLAR metodou Gaussovy–Jordanovy eliminace.
• Naučit se řešit SLAR metodou Gaussovy eliminace se zpětnou substitucı́.
• Naučit se řešit SLAR metodou metodou trojúhelnı́kové faktorizace.
• Naučit se řešit SLAR s některými speciálnı́mi maticemi: tridiagonálnı́ a pásově

diagonálnı́ maticı́.
• Naučit se nepřı́mou metodu iteračnı́ho zpřesněnı́.

Klı́čová slova kapitoly: Matice, regulárnı́, singulárnı́; degenerace, řádková, sloupcová;
metoda přı́má, iterativnı́; Gaussova–Jordanova eliminace; pivotace; Gaussova eliminace
se zpětnou substitucı́; trojúhelnı́ková faktorizace, LU dekompozice; Croutův algoritmus;
inverze matice, determinant matice; tridiagonálnı́ soustava, pásově diagonálnı́ soustava;
iteračnı́ zpřesněnı́
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2.1. Základnı́ definice

Soustava lineárnı́ch algebraických rovnic:

A · x = b (2.1)

A =


a11 a12 · · · a1N

a21 a22 · · · a2N
...

...
...

aM1 aM2 · · · aMN

 , x =


x1

x2
...
xN

 , b =


b1

b2
...
bM

 (2.2)

Na N neznámých x1, . . . , xN je naloženo M rovnic. Koeficienty aij a pravá
strana bi jsou známá čı́sla. Uloženı́ vektorů a matic v paměti – viz dodatek 7.

Je-li N = M (čtvercová matice), je soustava (2.1) jednoznačně analyticky
řešitelná, pokud je matice regulárnı́ (det A 6= 0). Soustava s det A = 0 se
nazývá singulárnı́ (degenerovaná). Řádková degenerace: jedna nebo vı́ce rov-
nic je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch. Sloupcová degenerace: všechny rovnice
obsahujı́ určité neznámé v téže lineárnı́ kombinaci.
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Numericky mohou nastat při řešenı́ čtvercové soustavy patologie:

Algoritmické selhánı́ Soustava je velmi blı́zko (ale ne přesně) singulárnosti,
takže dı́ky zaokrouhlovacı́ chybě je od určitého stadia řešenı́ považo-
vána za singulárnı́.

Nealgoritmické selhánı́ Akumulovaná zaokrouhlovacı́ chyba zcela přebije
správné řešenı́, zvláště je-li N velké. Lze odhalit zpětnou substitucı́.
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Numericky mohou nastat při řešenı́ čtvercové soustavy patologie:

Algoritmické selhánı́ Soustava je velmi blı́zko (ale ne přesně) singulárnosti,
takže dı́ky zaokrouhlovacı́ chybě je od určitého stadia řešenı́ považo-
vána za singulárnı́.

Nealgoritmické selhánı́ Akumulovaná zaokrouhlovacı́ chyba zcela přebije
správné řešenı́, zvláště je-li N velké. Lze odhalit zpětnou substitucı́.

Linear equation-solving packages obsahujı́ sofistikované metody pro detekci
a/nebo korekci těchto dvou patologiı́.

• Soustavy s N ∼ 20–50 lze rutinně řešit v single precision bez použitı́
sofistikovaných metod, pokud nejsou blı́zko singulárnı́. Pro double
precision pak N je řádu několik stovek (limituje strojový čas).

• Soustavu sN řádu 103 a vı́ce lze řešit, je-li jejich matice řı́dká (sparse).
• Je-li soustava blı́zká k singulárnı́, je potřeba sofistikovaných metod

dokonce při N ∼ 10.
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Numericky mohou nastat při řešenı́ čtvercové soustavy patologie:

Algoritmické selhánı́ Soustava je velmi blı́zko (ale ne přesně) singulárnosti,
takže dı́ky zaokrouhlovacı́ chybě je od určitého stadia řešenı́ považo-
vána za singulárnı́.

Nealgoritmické selhánı́ Akumulovaná zaokrouhlovacı́ chyba zcela přebije
správné řešenı́, zvláště je-li N velké. Lze odhalit zpětnou substitucı́.

Linear equation-solving packages obsahujı́ sofistikované metody pro detekci
a/nebo korekci těchto dvou patologiı́.

• Soustavy s N ∼ 20–50 lze rutinně řešit v single precision bez použitı́
sofistikovaných metod, pokud nejsou blı́zko singulárnı́. Pro double
precision pak N je řádu několik stovek (limituje strojový čas).

• Soustavu sN řádu 103 a vı́ce lze řešit, je-li jejich matice řı́dká (sparse).
• Je-li soustava blı́zká k singulárnı́, je potřeba sofistikovaných metod

dokonce při N ∼ 10.

Metody mohou být

• přı́mé – počet operacı́ je předem exaktně definován
• iterativnı́ – počet operacı́ závisı́ na přesnosti a rychlosti konvergence
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2.1.1. Úkoly numerické lineárnı́ algebry

Pro čtvercové matice N ×N :

• Řešenı́ maticové rovnice A · x = b.
• Současné řešenı́ vı́ce maticových rovnic A · xj = bj , j = 1, 2, . . ..
• Výpočet inverznı́ matice A−1. Tento úkol je ekvivalentnı́ předchozı́mu

úkolu s j = 1, 2, . . . , N a (bj)k = δjk.
• Výpočet determinantu det A.
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2.1.1. Úkoly numerické lineárnı́ algebry

Pro čtvercové matice N ×N :

• Řešenı́ maticové rovnice A · x = b.
• Současné řešenı́ vı́ce maticových rovnic A · xj = bj , j = 1, 2, . . ..
• Výpočet inverznı́ matice A−1. Tento úkol je ekvivalentnı́ předchozı́mu

úkolu s j = 1, 2, . . . , N a (bj)k = δjk.
• Výpočet determinantu det A.

Pro M < N nebo degenerovanou soustavu s M = N : bud’žádné řešenı́, nebo
vı́ce než jedno řešenı́ – součet partikulárnı́ho řešenı́ xp a řešenı́ xh z nulového
podprostoru (nullspace) matice A o dimenziN−M (též homogennı́ho řešenı́).

• Tento úkol řešı́ singular value decomposition.
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2.1.1. Úkoly numerické lineárnı́ algebry

Pro čtvercové matice N ×N :

• Řešenı́ maticové rovnice A · x = b.
• Současné řešenı́ vı́ce maticových rovnic A · xj = bj , j = 1, 2, . . ..
• Výpočet inverznı́ matice A−1. Tento úkol je ekvivalentnı́ předchozı́mu

úkolu s j = 1, 2, . . . , N a (bj)k = δjk.
• Výpočet determinantu det A.

Pro M < N nebo degenerovanou soustavu s M = N : bud’žádné řešenı́, nebo
vı́ce než jedno řešenı́ – součet partikulárnı́ho řešenı́ xp a řešenı́ xh z nulového
podprostoru (nullspace) matice A o dimenziN−M (též homogennı́ho řešenı́).

• Tento úkol řešı́ singular value decomposition.

Pro M > N : soustava je předeterminována (overdetermined). Často se hledá

’kompromisnı́‘ řešenı́ blı́zké vyhověnı́ všem rovnicı́m současně: suma čtverců
rozdı́lů mezi levou a pravou stranou (2.1) se minimalizuje.

• Toto je lineárnı́ problém nejmenšı́ch čtverců.
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2.1.1. Úkoly numerické lineárnı́ algebry

Pro čtvercové matice N ×N :

• Řešenı́ maticové rovnice A · x = b.
• Současné řešenı́ vı́ce maticových rovnic A · xj = bj , j = 1, 2, . . ..
• Výpočet inverznı́ matice A−1. Tento úkol je ekvivalentnı́ předchozı́mu

úkolu s j = 1, 2, . . . , N a (bj)k = δjk.
• Výpočet determinantu det A.

Pro M < N nebo degenerovanou soustavu s M = N : bud’žádné řešenı́, nebo
vı́ce než jedno řešenı́ – součet partikulárnı́ho řešenı́ xp a řešenı́ xh z nulového
podprostoru (nullspace) matice A o dimenziN−M (též homogennı́ho řešenı́).

• Tento úkol řešı́ singular value decomposition.

Pro M > N : soustava je předeterminována (overdetermined). Často se hledá

’kompromisnı́‘ řešenı́ blı́zké vyhověnı́ všem rovnicı́m současně: suma čtverců
rozdı́lů mezi levou a pravou stranou (2.1) se minimalizuje.

• Toto je lineárnı́ problém nejmenšı́ch čtverců.

Standardnı́ knihovny rutin – viz Dodatek 8.
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2.2. Cramerovo pravidlo (CR)

CR je matematicky dobře definováno. Pro det A 6= 0 je

xj =

∑N
i=1(−1)i+jMijbi

det A
(2.3)

kde Mij je minor (z A vyškrtnut i-tý řádek a j-tý sloupec). Ale! Počet operacı́
CR O((N + 1)!). Proto je CR nepoužitelné pro většı́ N .
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2.2. Cramerovo pravidlo (CR)

CR je matematicky dobře definováno. Pro det A 6= 0 je

xj =

∑N
i=1(−1)i+jMijbi

det A
(2.3)

kde Mij je minor (z A vyškrtnut i-tý řádek a j-tý sloupec). Ale! Počet operacı́
CR O((N + 1)!). Proto je CR nepoužitelné pro většı́ N .

2.3. Gaussova–Jordanova eliminace (GJE)

Řešı́me současně soustavy se stejnou maticı́

A · x1 = b1, A · x2 = b2, . . . ,A · xM = bM , A · Y = 1 (2.4)

kde 1 je jednotková matice N ×N . Ekvivalentnı́ zápis:

A [x1 t x2 t · · · t xM t Y] = [b1 t b2 t · · · t bM t 1] (2.5)

kde t značı́ sloučenı́ sloupců (a odstraněnı́ přilehlých závorek).

Dále pro jednoduchost položı́me ve výkladu N = 4 a M = 2; numerické
rutiny jsou obecné.
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1. Výměna libovolných dvou řádků A a odpovı́dajı́cı́ch řádků všech bj
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neměnı́ řešenı́ xj a inverznı́
matici Y. Jde o přepsánı́ rovnic v jiném pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11
x21
x31
x41

3775 =

2664
b11
b21
b31
b41

3775
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1. Výměna libovolných dvou řádků A a odpovı́dajı́cı́ch řádků všech bj
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neměnı́ řešenı́ xj a inverznı́
matici Y. Jde o přepsánı́ rovnic v jiném pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12
x21 x22
x31 x32
x41 x42

3775 =

2664
b11 b12
b21 b22
b31 b32
b41 b42

3775
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1. Výměna libovolných dvou řádků A a odpovı́dajı́cı́ch řádků všech bj
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neměnı́ řešenı́ xj a inverznı́
matici Y. Jde o přepsánı́ rovnic v jiném pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12 y11 y12 y13 y14
x21 x22 y21 y22 y23 y24
x31 x32 y31 y32 y33 y34
x41 x42 y41 y42 y43 y44

3775 =

2664
b11 b12 1 0 0 0
b21 b22 0 1 0 0
b31 b32 0 0 1 0
b41 b42 0 0 0 1

3775
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1. Výměna libovolných dvou řádků A a odpovı́dajı́cı́ch řádků všech bj
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neměnı́ řešenı́ xj a inverznı́
matici Y. Jde o přepsánı́ rovnic v jiném pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12 y11 y12 y13 y14
x21 x22 y21 y22 y23 y24
x31 x32 y31 y32 y33 y34
x41 x42 y41 y42 y43 y44

3775 =

2664
b11 b12 1 0 0 0
b21 b22 0 1 0 0
b31 b32 0 0 1 0
b41 b42 0 0 0 1

3775

2. Podobně zůstane řešenı́ nezměněno, nahradı́me-li libovolný řádek A a
celé pravé strany netriviálnı́ lineárnı́ kombinacı́ sebe sama a ostatnı́ch
řádků.
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1. Výměna libovolných dvou řádků A a odpovı́dajı́cı́ch řádků všech bj
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neměnı́ řešenı́ xj a inverznı́
matici Y. Jde o přepsánı́ rovnic v jiném pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12 y11 y12 y13 y14
x21 x22 y21 y22 y23 y24
x31 x32 y31 y32 y33 y34
x41 x42 y41 y42 y43 y44

3775 =

2664
b11 b12 1 0 0 0
b21 b22 0 1 0 0
b31 b32 0 0 1 0
b41 b42 0 0 0 1

3775

2. Podobně zůstane řešenı́ nezměněno, nahradı́me-li libovolný řádek A a
celé pravé strany netriviálnı́ lineárnı́ kombinacı́ sebe sama a ostatnı́ch
řádků.

3. Výměna libovolných dvou sloupců matice A a současná výměna od-
povı́dajı́cı́ch řádků řešenı́ xj a inverze Y (pravá strana zůstává beze
změny). Toto mı́chá pořadı́m řádků v řešenı́. Na konci je třeba obnovit
správné pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11
x21
x31
x41

3775 =

2664
b11
b21
b31
b41

3775
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b21 b22 0 1 0 0
b31 b32 0 0 1 0
b41 b42 0 0 0 1

3775

2. Podobně zůstane řešenı́ nezměněno, nahradı́me-li libovolný řádek A a
celé pravé strany netriviálnı́ lineárnı́ kombinacı́ sebe sama a ostatnı́ch
řádků.

3. Výměna libovolných dvou sloupců matice A a současná výměna od-
povı́dajı́cı́ch řádků řešenı́ xj a inverze Y (pravá strana zůstává beze
změny). Toto mı́chá pořadı́m řádků v řešenı́. Na konci je třeba obnovit
správné pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12
x21 x22
x31 x32
x41 x42

3775 =

2664
b11 b12
b21 b22
b31 b32
b41 b42

3775
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1. Výměna libovolných dvou řádků A a odpovı́dajı́cı́ch řádků všech bj
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neměnı́ řešenı́ xj a inverznı́
matici Y. Jde o přepsánı́ rovnic v jiném pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12 y11 y12 y13 y14
x21 x22 y21 y22 y23 y24
x31 x32 y31 y32 y33 y34
x41 x42 y41 y42 y43 y44

3775 =

2664
b11 b12 1 0 0 0
b21 b22 0 1 0 0
b31 b32 0 0 1 0
b41 b42 0 0 0 1

3775

2. Podobně zůstane řešenı́ nezměněno, nahradı́me-li libovolný řádek A a
celé pravé strany netriviálnı́ lineárnı́ kombinacı́ sebe sama a ostatnı́ch
řádků.

3. Výměna libovolných dvou sloupců matice A a současná výměna od-
povı́dajı́cı́ch řádků řešenı́ xj a inverze Y (pravá strana zůstává beze
změny). Toto mı́chá pořadı́m řádků v řešenı́. Na konci je třeba obnovit
správné pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12 y11 y12 y13 y14
x21 x22 y21 y22 y23 y24
x31 x32 y31 y32 y33 y34
x41 x42 y41 y42 y43 y44

3775 =

2664
b11 b12 1 0 0 0
b21 b22 0 1 0 0
b31 b32 0 0 1 0
b41 b42 0 0 0 1

3775
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1. Výměna libovolných dvou řádků A a odpovı́dajı́cı́ch řádků všech bj
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neměnı́ řešenı́ xj a inverznı́
matici Y. Jde o přepsánı́ rovnic v jiném pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12 y11 y12 y13 y14
x21 x22 y21 y22 y23 y24
x31 x32 y31 y32 y33 y34
x41 x42 y41 y42 y43 y44

3775 =

2664
b11 b12 1 0 0 0
b21 b22 0 1 0 0
b31 b32 0 0 1 0
b41 b42 0 0 0 1

3775

2. Podobně zůstane řešenı́ nezměněno, nahradı́me-li libovolný řádek A a
celé pravé strany netriviálnı́ lineárnı́ kombinacı́ sebe sama a ostatnı́ch
řádků.

3. Výměna libovolných dvou sloupců matice A a současná výměna od-
povı́dajı́cı́ch řádků řešenı́ xj a inverze Y (pravá strana zůstává beze
změny). Toto mı́chá pořadı́m řádků v řešenı́. Na konci je třeba obnovit
správné pořadı́.2664

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

3775 ·
2664
x11 x12 y11 y12 y13 y14
x21 x22 y21 y22 y23 y24
x31 x32 y31 y32 y33 y34
x41 x42 y41 y42 y43 y44

3775 =

2664
b11 b12 1 0 0 0
b21 b22 0 1 0 0
b31 b32 0 0 1 0
b41 b42 0 0 0 1

3775

GJE využı́vá jedné nebo vı́ce těchto operacı́ k redukci matice A na jednotkovou
matici⇒ na pravé straně se objevı́ řešenı́ a inverznı́ matice.
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2.3.1. Algoritmus GJE

Pouze pomocı́ operace 2:

• Dělit prvnı́ řádek a11, je-li a11 6= 0 (tj. lineárnı́ kombinace).
• Odečı́st přı́slušný násobek prvnı́ho řádku od ostatnı́ch, aby a′i1 = 0, i = 2, 3, . . . , N ,

takže prvnı́ sloupec A souhlası́ s prvnı́m sloupcem 1.
• Dělit druhý řádek a′22 (už obecně nenı́ rovno a22).
• Odečı́st přı́slušný násobek druhého řádku od ostatnı́ch, aby a′i2 = 0, i = 1, 3, . . . , N ,

takže druhý sloupec A souhlası́ s druhým sloupcem 1. Přitom prvnı́ sloupec nebude
narušen, nebot’a′i1 = 0, i = 2, 3, . . . , N .

• Atd., . . . , N
• Stejné operace se provádějı́ s pravou stranou!

Diagonálnı́ element, kterým se dělı́, se nazývá hlavnı́ prvek (pivot). Co když narazı́me na
nulový pivot?
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2.3.1. Algoritmus GJE

Pouze pomocı́ operace 2:

• Dělit prvnı́ řádek a11, je-li a11 6= 0 (tj. lineárnı́ kombinace).
• Odečı́st přı́slušný násobek prvnı́ho řádku od ostatnı́ch, aby a′i1 = 0, i = 2, 3, . . . , N ,

takže prvnı́ sloupec A souhlası́ s prvnı́m sloupcem 1.
• Dělit druhý řádek a′22 (už obecně nenı́ rovno a22).
• Odečı́st přı́slušný násobek druhého řádku od ostatnı́ch, aby a′i2 = 0, i = 1, 3, . . . , N ,

takže druhý sloupec A souhlası́ s druhým sloupcem 1. Přitom prvnı́ sloupec nebude
narušen, nebot’a′i1 = 0, i = 2, 3, . . . , N .

• Atd., . . . , N
• Stejné operace se provádějı́ s pravou stranou!

Diagonálnı́ element, kterým se dělı́, se nazývá hlavnı́ prvek (pivot). Co když narazı́me na
nulový pivot? Pak je třeba přibrat operaci 1 (prohazovánı́ řádků, částečná pivotace, partial
pivoting) nebo operaci 1 i 3 (prohazovánı́ řádků i sloupců, plná pivotace, full pivoting). GJE
bez pivotace je numericky nestabilnı́, i když nenarazı́me na nulový pivot!

Abychom ’nepokazili‘ již vybudované sloupce jednotkové matice 1, volı́me při pivotaci řádky
(sloupce) pod nebo na řádku (sloupci), který eliminujeme.

Plná pivotace je obtı́žnějšı́, protože mı́chá pořadı́m řádků v řešenı́. Operace sloupcových
pivotacı́ je nutno zaznamenat a použı́t na závěr při rekonstrukci správného pořadı́. Ukazuje
se, že částečná pivotace je ’téměř‘ stejně dobrý jako plná pivotace.
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Jak vybrat pivot?
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Jak vybrat pivot? Nejlepšı́ volba: vybrat pivot s největšı́ absolutnı́ hodnotou. To závisı́ na
škálovánı́ rovnic – co když některou vynásobı́me velkým čı́slem a ovlivnı́me výběr pivotu?

Můžeme rovnice normalizovat tak, aby největšı́ element v každé z nich byl roven 1 – implicitnı́
pivotace. Vyžaduje navı́c záznamy o škálovacı́ch faktorech, jimiž rovnice násobı́me.
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Jak vybrat pivot? Nejlepšı́ volba: vybrat pivot s největšı́ absolutnı́ hodnotou. To závisı́ na
škálovánı́ rovnic – co když některou vynásobı́me velkým čı́slem a ovlivnı́me výběr pivotu?

Můžeme rovnice normalizovat tak, aby největšı́ element v každé z nich byl roven 1 – implicitnı́
pivotace. Vyžaduje navı́c záznamy o škálovacı́ch faktorech, jimiž rovnice násobı́me.

Rutina pro GJE s plnou pivotací (C) [Press et al., 1997a]
void gaussj(float **a, int n, float **b, int m)
IN: matice a[1..n][1..n], její velikost n, pravé strany b[1..n][1..m] a jejich počet m.
OUT: a[1..n][1..n] a b[1..n][1..m].
Řeší soustavu (2.5). Na výstupu bude matice a přepsána inverzní maticí a v b budou sloupečky odpo-
vídajících řešení.

Rutina pro GJE s plnou pivotací (Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE gaussj(a, n, np, b, m, mp)
IN: a(1:n,1:n), její velikost n/np, pravé strany b(1:n,1:m) a jejich počet m/mp.
OUT: a(1:n,1:n) a b(1:n,1:m).
Řeší soustavu (2.5). Na výstupu bude matice a přepsána inverzní maticí a v b budou sloupečky odpo-
vídajících řešení.

Rutina pro GJE s plnou pivotací (Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE gaussj(a, b)
IN: a, pravé strany b.
OUT: a a b.
Řeší soustavu (2.5). Na výstupu bude matice a přepsána inverzní maticí a v b budou sloupečky odpo-
vídajících řešení.
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2.3.2. Poznámky ke GJE

• Pro uskladněnı́ stačı́ alokovat mı́sto jen pro matici A a vektory bj na
pravé straně. Jak je postupně budována A−1, tak je ničena původnı́
matice. Podobně řešenı́ xj postupně nahrazujı́ pravostranné vektory bj .

• Počet operacı́ je O(N3 +N2M).
• Výhody:

– Základnı́, solidnı́ metoda, vhodná pro testovánı́, selžou-li ostatnı́.
– Stejně nebo mı́rně vı́ce stabilnı́ jako ostatnı́ přı́mé metody.
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2.3.2. Poznámky ke GJE

• Pro uskladněnı́ stačı́ alokovat mı́sto jen pro matici A a vektory bj na
pravé straně. Jak je postupně budována A−1, tak je ničena původnı́
matice. Podobně řešenı́ xj postupně nahrazujı́ pravostranné vektory bj .

• Počet operacı́ je O(N3 +N2M).
• Výhody:

– Základnı́, solidnı́ metoda, vhodná pro testovánı́, selžou-li ostatnı́.
– Stejně nebo mı́rně vı́ce stabilnı́ jako ostatnı́ přı́mé metody.

• Nevýhody:
– Pravá strana musı́ být známa a uložena před aplikacı́ GJE. Vyná-

sobenı́ dodatečné pravé strany A−1 je náchylné na kontaminaci
zaokrouhlovacı́ chybou.

– Nepotřebujeme-li A−1, je GJE 3× pomalejšı́ než nejlepšı́ alterna-
tivnı́ technika (LUD).

Vyzkoušejte demonstrační program metody GJE xgaussj z knihovny [Press et al.,
1997a, Vetterling et al., 1993]. (Netiskne vstupy, na ty je nutno podívat se do souboru
x/DAT/matrx1.dat.)
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2.4. Gaussova eliminace se zpětnou substitucı́ (GEBS)

Na rozdı́l od GJE neredukuje A na 1, nýbrž na trojúhelnı́kovou matici (v GJE
algoritmu odečı́táme od řádků pod aktuálnı́m pivotem), a provádı́me jen čás-
tečnou pivotaci (prvky a′ii jsou nenulové, jinak by det A = 0):
a′11 a′12 a′13 a′14

0 a′22 a′23 a′24

0 0 a′33 a′34

0 0 0 a′44

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


b′1
b′2
b′3
b′4

 (2.6)

To je Gaussova eliminace (GE).
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2.4. Gaussova eliminace se zpětnou substitucı́ (GEBS)

Na rozdı́l od GJE neredukuje A na 1, nýbrž na trojúhelnı́kovou matici (v GJE
algoritmu odečı́táme od řádků pod aktuálnı́m pivotem), a provádı́me jen čás-
tečnou pivotaci (prvky a′ii jsou nenulové, jinak by det A = 0):
a′11 a′12 a′13 a′14

0 a′22 a′23 a′24

0 0 a′33 a′34

0 0 0 a′44

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


b′1
b′2
b′3
b′4

 (2.6)

To je Gaussova eliminace (GE). Nynı́ zpětná substituce (backsubstitution, BS):

x4 =
b′4
a′44

, x3 =
1
a′33

(
b′3 − a′34x4

)
, . . . , xi =

1
a′ii

b′i − N∑
j=i+1

a′ijxj

 (2.7)

Výhody: počet operacı́O(1
3
N3 + 1

2
N2M)⇒ cca 1.5–3× rychlejšı́ než GJE.

Nevýhody: Jako u GJE, pravá strana musı́ být známa a uložena před aplikacı́
GEBS.
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Následujı́cı́ metoda (LUD) má stejný počet operacı́ jako GEBS, ale nesdı́lı́ s nı́
nevýhodu GEBS. Proto rutiny nejsou k dispozici.
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2.5. LU dekompozice (LUD, též trojúhelnı́ková faktorizace)

Přı́mo motivováno metodou GEBS. Kdyby se podařil rozklad matice A na součin dolnı́
trojúhelnı́kové (lower triangular) matice L a hornı́ trojúhelnı́kové (upper triangular)
matice U

L · U = A (2.8)

nebo v komponentách2664
α11 0 0 0
α21 α22 0 0
α31 α32 α33 0
α41 α42 α43 α44

3775 ·
2664
β11 β12 β13 β14

0 β22 β23 β24

0 0 β33 β34

0 0 0 β44

3775 =

2664
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

3775 (2.9)

pak se řešenı́ soustavy (2.1) rozpadá na řešenı́ dvou soustav

L · y = b, U · x = y (2.10)

jejichž řešenı́ se provede přı́mou substitucı́ (forward substitution),O( 1
6
N3) operacı́

y1 =
b1

α11
, y2 =

1

α22
(b2 − α21y1) , . . . , yi =

1

αii

“
bi −

Pi−1
j=1 αijyj

”
(2.11)

a zpětnou substitucı́ (backsubstitution),O( 1
2
N3) operacı́

xN =
bN

βNN
, xN−1 =

1

βN−1,N−1

`
yN−1 − βN−1,NxN

´
, . . . , xi =

1

βii

“
yi −

PN
j=i+1 βijxj

”
(2.12)
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Jakmile známe LU dekompozici matice A, můžeme řešit soustavu (2.1) pro libovolný
počet pravých stran, na rozdı́l od GJE a GEBS.

2.5.1. Jak provést LU dekompozici?
Rozpis rovnic (2.8) a (2.9) je

i < j : αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αiiβij = aij
i = j : αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αiiβjj = aij
i > j : αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αijβjj = aij

(2.13)

což je N2 rovnic pro N2 +N neznámých. Proto připojı́me podmı́nku

αii ≡ 1, i = 1, 2, . . . , N (2.14)
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Jakmile známe LU dekompozici matice A, můžeme řešit soustavu (2.1) pro libovolný
počet pravých stran, na rozdı́l od GJE a GEBS.

2.5.1. Jak provést LU dekompozici?
Rozpis rovnic (2.8) a (2.9) je

i < j : αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αiiβij = aij
i = j : αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αiiβjj = aij
i > j : αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αijβjj = aij

(2.13)

což je N2 rovnic pro N2 +N neznámých. Proto připojı́me podmı́nku

αii ≡ 1, i = 1, 2, . . . , N (2.14)

Soustavu (2.13) a (2.14) řešı́ Croutův algoritmus pouhým přestavěnı́m v určitém pořádku.
• Položme αii = 1 ∀i = 1, 2, . . . , N .
• ∀j = 1, 2, . . . , N proved’me tyto dvě procedury: ∀i = 1, 2, . . . , j použijme prvnı́

dvě rovnice (2.13) a (2.14) pro vyjádřenı́ βij

βij = aij −
∑i−1
k=1 αikβkj nebo β1j = a1j pro i = 1 (2.15)

a ∀i = j + 1, j + 2, . . . , N použijeme třetı́ rovnici (2.13) pro vyjádřenı́ αij

αij = 1
βij

(
aij −

∑j−1
k=1 αikβkj

)
(2.16)

Proved’te obě procedury před přechodem k dalšı́mu j.
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Croutova metoda umožňuje postupné přepisovánı́ elementů původnı́ matice aij ele-
menty LU rozkladu αij a βij. Dı́ky (2.14) je můžeme N2 elementů αij a βij uložit
mı́sto původnı́ matice:
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 LU−→


β11 β12 β13 β14

α21 β22 β23 β24

α31 α32 β33 β34

α41 α42 α43 β44

 (2.17)

Pro funkci a stabilitu Croutova algoritmu je αω pivotace. V následujı́cı́ch rutinách
je implementován částečná implicitnı́ pivotace, tj. přehazovánı́ řádků a normalizace
největšı́ho elementu rovnic na 1. To znamená, že ve skutečnosti se nerozkládá matice
A, ale matice vytvořená permutacı́ jejich řádků. Rutina musı́ kromě rozkladu dodat
informaci o této permutaci.

LU dekompozice v následujı́cı́ rutině obsahuje O(1
3N

3) operacı́.

Na následujı́cı́ stránce je grafická ilustrace Croutova algoritmu pro LU dekompozici
matice. Elementy původnı́ matice jsou modifikovány v pořadı́ označeném pı́smeny a,
b, c, atd. Stı́nované boxy ukazujı́ již modifikované elementy, které jsou použity pro
modifikaci dvou typických elementů označených ×.
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Rutina pro LU dekompozici (C) [Press et al., 1997a]
void ludcmp(float **a, int n, int *indx, float *d)
IN: matice a[1..n][1..n] a n.
OUT: matice a[1..n][1..n], permutační vektor indx[1..n] a d=±1.
Zadanou matici přepíše LU dekompozicí její řádkové permutace. Vektor indx obsahuje záznam o per-
mutaci, d je ±1 podle toho, zda permutace je sudá nebo lichá.

Rutina pro LU dekompozici (Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE ludcmp(a, n, np, indx, d)
IN: matice a(1:n,1:n) a n/np.
OUT: matice a(1:n,1:n), permutační vektor indx(1:n) a d=±1.
Zadanou matici přepíše LU dekompozicí její řádkové permutace. Vektor indx obsahuje záznam o per-
mutaci, d je ±1 podle toho, zda permutace je sudá nebo lichá.

Rutina pro LU dekompozici (Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE ludcmp(a, indx, d)
IN: matice a.
OUT: matice a, permutační vektor indx a d=±1.
Zadanou matici přepíše LU dekompozicí její řádkové permutace. Vektor indx obsahuje záznam o per-
mutaci, d je ±1 podle toho, zda permutace je sudá nebo lichá.

Rutina pro přímou a zpětnou substituci (C) [Press et al., 1997a]
void lubksb(float **a, int n, int *indx, float b[])
IN: matice a[1..n][1..n], n, vektory indx[1..n] a b[1..n].
OUT: vektor b[1..n].
Matice a a vektor indx jsou LU dekompozice a perm. vektor dodané rutinou ludcmp. Pravá strana b
je na výstupu přepsána řešením, a, n a indx se nemění a mohou být použity pro následná volání.
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Rutina pro přímou a zpětnou substituci (Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE lubksb(a, n, np, indx, b)
IN: matice a(1:n,1:n), n/np, vektory indx(1:n) a b(1:n).
OUT: vektor b(1:n).
Matice a a vektor indx jsou LU dekompozice a perm. vektor dodané rutinou ludcmp. Pravá strana b
je na výstupu přepsána řešením, a, n a indx se nemění a mohou být použity pro následná volání.

Rutina pro přímou a zpětnou substituci (Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE lubksb(a, indx, b)
IN: matice a, vektory indx a b.
OUT: vektor b.
Matice a a vektor indx jsou LU dekompozice a perm. vektor dodané rutinou ludcmp. Pravá strana b
je na výstupu přepsána řešením, a, n a indx se nemění a mohou být použity pro následná volání.

Rutiny berou v úvahu skutečnost, že vektor bmůže začı́nat mnoha nulovými elementy, takže je
efektivnı́ pro inverzi matice. Celkový počet operacı́ LU a substitucı́:O

[(
1
3 + 1

6 + 1
2

)
N3
]

=
O(N3).

Typické použitı́:
float **a,*b,d;
int n,*indx;
...
ludcmp(a,n,indx,&d); /* LU dekompozice ,jednou provždy‘. */
lubksb(a,n,indx,b); /* Řešíme soustavu s pravou stranou b ... */
lubksb(a,n,indx,b_2); /* ... a s jinou pravou stranou ... */
...
lubksb(a,n,indx,b_m); /* ... a s další a další pravou stranou. */
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2.5.2. Aplikace LU dekompozice

Inverze matice
Matice y obsahuje inverzi pů-
vodnı́ matice a. Počet operacı́
je prakticky stejný jako u GJE.
Potřebujeme-li spočı́tat A−1 ·
B, dosadı́me mı́sto jednotkových
sloupců 1 sloupce B. Je to přes-
nějšı́ a ušetřı́ to celé maticové ná-
sobenı́.

#define N ...
float **a,**y,d,*b;
int i,j,*indx;
...
ludcmp(a,N,indx,&d); /* LU dekompozice pouze jednou. */
for (j=1;j<=N;j++) { /* Inverze po sloupcích. */

for(i=1;i<=N;i++) b[i]=0.0;
b[j]=1.0;
lubksb(a,N,indx,b);
for (i=1;i<=N;i++) y[i][j]=b[i];

}
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2.5.2. Aplikace LU dekompozice

Inverze matice
Matice y obsahuje inverzi pů-
vodnı́ matice a. Počet operacı́
je prakticky stejný jako u GJE.
Potřebujeme-li spočı́tat A−1 ·
B, dosadı́me mı́sto jednotkových
sloupců 1 sloupce B. Je to přes-
nějšı́ a ušetřı́ to celé maticové ná-
sobenı́.

#define N ...
float **a,**y,d,*b;
int i,j,*indx;
...
ludcmp(a,N,indx,&d); /* LU dekompozice pouze jednou. */
for (j=1;j<=N;j++) { /* Inverze po sloupcích. */

for(i=1;i<=N;i++) b[i]=0.0;
b[j]=1.0;
lubksb(a,N,indx,b);
for (i=1;i<=N;i++) y[i][j]=b[i];

}

Determinant matice
Determinant je det A =

QN
j=1 βjj (proč?). Rutina

ludcmp počı́tá dekompozici řádkové permutace matice
A, je třeba výsledek násobit d. Rutina lubksb nenı́ po-
třebná. Hrozı́-li přetečenı́, lze použı́t vhodné škálovánı́
nebo mı́sto násobenı́ použı́t sčı́tánı́/odčı́tánı́ logaritmů.

#define N ...
float **a,d;
int j,*indx;
...
ludcmp(a,N,indx,&d); /* Vrátí d=+-1. */
for (j=1;j<=N;j++) d *= a[j][j];

Vyzkoušejte demonstrační programy metody LUD xludcmp a substituce xlubksb
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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2.6. Tridiagonálnı́ a pásově diagonálnı́ systémy rovnic
Tridiagonálnı́ matice: nenulové elementy jsou jen na diagonále ± jeden sloupec.
Pásově diagonálnı́ matice: nenulové elementy pouze na několika diagonálnı́ch liniı́ch při-

lehlých k hlavnı́ diagonále.

2.6.1. Tridiagonálnı́ soustavy
266666666666664

b1 c1 0 0 · · ·
a2 b2 c2 0 · · ·
0 a3 b3 c3 · · ·
0 0 a4 b4 · · ·

. . .
· · · bN−3 cN−3 0 0
· · · aN−2 bN−2 cN−2 0
· · · 0 aN−1 bN−1 cN−1
· · · 0 0 aN bN

377777777777775
·

266666666666664

u1
u2
u3
u4

.

.

.
uN−3
uN−2
uN−1
uN

377777777777775
=

266666666666664

r1
r2
r3
r4
.
.
.

rN−3
rN−2
rN−1
rN

377777777777775
(2.18)

LU dekompozice, přı́má a zpětná substituce jsou jenO(N) operace. Pivotace se neim-
plementuje, protože můžeme narazit na nulový pivot i u regulárnı́ matice. V praxi majı́
úlohy vedoucı́ k tridiagonálnı́ soustavě obvykle dodatečné vlastnosti garantujı́cı́ nese-
lhánı́ algoritmu (např. diagonálnı́ dominanci |bj | > |aj |+ |cj |). V přı́padě problémů
je vždy možno použı́t obecnějšı́ metody pro řešenı́ pásových soustav s pivotacı́.
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Rutina pro řešení tridiagonální soustavy (C) [Press et al., 1997a]
void tridag(float a[],float b[],float c[],float r[],float u[],unsigned long n)
IN: subdiagonála a[1..n], diagonála b[1..n], superdiagonála c[1..n], pr. strana r[1..n], n.
OUT: řešení u[1..n].
Vektory a, b, c, r nejsou přepsány. Prvky a1 a cN jsou

’
dummy‘ a nejsou rutinou použity.

Rutina pro řešení tridiagonální soustavy (Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE tridag(a, b, c, r, u, n)
IN: subdiagonála a(1:n), diagonála b(1:n), superdiagonála c(1:n), pr. strana r(1:n), n.
OUT: řešení u(1:n).
Vektory a, b, c, r nejsou přepsány. Prvky a1 a cN jsou

’
dummy‘ a nejsou rutinou použity.

Rutina pro řešení tridiagonální soustavy (Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE tridag ser(a, b, c, r, u)
RECURSIVE SUBROUTINE tridag par(a, b, c, r, u)
IN: subdiagonála a, diagonála b, superdiagonála c, pravá strana r, n.
OUT: řešení u.
Vektory a, b, c, r nejsou přepsány. Prvky a1 a cN jsou

’
dummy‘ a nejsou rutinou použity.

Vyzkoušejte demonstrační program pro řešení tridiagonální soustavy xtridag
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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2.6.2. Pásově diagonálnı́ soustavy (band diagonal)

Kromě diagonály má matice m1 ≥ 0 subdiagonál a m2 ≥ 0 superdiagonál;
přesně, aij = 0, když j > i+m2 nebo i > j +m1. (Přitom max{m1,m2} �
N .)

Kompaktnı́ uloženı́ v paměti v matici (m1 + 1 +m2)×N . Přı́klad pro N =
7,m1 = 2,m2 = 1:

3 1 0 0 0 0 0
4 1 5 0 0 0 0
9 2 6 5 0 0 0
0 3 5 8 9 0 0
0 0 7 9 3 2 0
0 0 0 3 8 4 6
0 0 0 0 2 4 4


je uložena jako



• • 3 1
• 4 1 5
9 2 6 5
3 5 8 9
7 9 3 2
3 8 4 6
2 4 4 •


(2.19)

(Zde • označuje nevyužité mı́sto.)

V této sekci jsou k dispozici tři rutiny: prvnı́ pro násobenı́ sloupcového vektoru
pásově diagonálnı́ maticı́ zleva, zbývajı́cı́ dvě jsou analogiı́ rutin pro LU
dekompozici a přı́mou/zpětnou substituci v přı́padě pásově diagonálnı́ matice.
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Rutina pro násobení vektoru pásově diagonální maticí zleva (C) [Press et al., 1997a]
void banmul(float **a, unsigned long n, int m1, int m2, float x[], float b[])
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE banmul(a, n, m1, m2, np, mp, x, b)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE banmul(a, m1, m2, x, b)
IN: (C: a[1..n][1..m1+m2+1]), (F77: a(1:n,1:m1+m2+1)), (F90: a), (C: n), (F77: n/np, m/mp), m1, m2, násobený vektor x.
OUT: vektor b=Ax.
Ostatní argumenty zůstávají nezměněny.

Rutina pro LU dekompozici pásově diagonální matice – analogie ludcmp (C) [Press et al., 1997a]
void bandec(float **a, unsigned long n, int m1, int m2, float **al, unsigned long indx[], float *d)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE bandec(a, n, m1, m2, np, mp, al, mpl, indx, d)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE bandec(a, m1, m2, al, indx, d)
IN: (C: a[1..n][1..m1+m2+1]), (F77: a(1:n,1:m1+m2+1)), (F90: a), (C: n), (F77: n/np, m/mp, mpl), m1, m2.
OUT: (C: a[1..n][1..m1+m2+1], al[1..n][1..m1], indx[1..n]), (F77: a(1:n,1:m1+m2+1), al(1:n,1:m1), indx(1:n)),

(F90: a, al, indx), d.
Vstupní matice a je přepsána horní trojúhelníkovou maticí, dolní trojúhelníková matice je uložena v al. V indx je záznam o permutacích,
d=+1(-1) pro sudou (lichou) permutaci.

Rutina pro řešení pásově diagonální soustavy – analogie lubksb (C) [Press et al., 1997a]
void banbks(float **a, unsigned long n, int m1, int m2, float **al, unsigned long indx[], float b[])
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE banbks(a, n, m1, m2, np, mp, al, mpl, indx, b)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE banbks(a, m1, m2, al, indx, b)
IN: (C: a[1..n][1..m1+m2+1], al[1..n][1..m1], indx[1..n], b[1..n]),

(F77: a(1:n,1:m1+m2+1), a(1:n,1:m1), indx(1:n), b(1:n)),
(F90: a, al, indx, b), (C: n), (F77: n/np, m/mp, mpl), m1, m2.

OUT: (C: b[1..n]), (F77: b(1:n)), (F90: b).
Matice a, al a permutační vektor indx dodá rutina bandec. Řešení přepíše pravou stranu b, ostatní jsou zachovány a mohou být použity
v následujících voláních.
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2.7. Iteračnı́ zpřesněnı́
Při použitı́ přı́mých metod má zaokrouhlovacı́ chyba tendenci k akumulaci. Tento jev je tı́m
většı́, čı́m je matice blı́že k singulárnı́. V takovém přı́padě lze zı́skané nepřesné řešenı́ zpřesnit
pomocı́ iteračnı́ho zpřesněnı́ (iteration improvement).

Předpokládejme, že x je přesným řešenı́m soustavy (2.1). Mı́sto toho zı́skáme nepřesné řešenı́
x + δx. Po vynásobenı́ maticı́ A dostaneme odlišný pravostranný vektor:

A · (x + δx) = b + δb (2.20)

Odečtenı́m (2.20) a (2.1) máme

A · δx = δb (2.21)

Vypočteme-li z (2.20) δb a dosadı́me-li do pravé strany (2.21), obdržı́me

A · δx = A · (x + δx)− b (2.22)

Pravá strana (2.22) je známá, a řešenı́m dostaneme chybu δx. Odečtenı́m chyby od původnı́ho
nepřesného řešenı́ dostaneme zpřesněnı́. Je nezbytné počı́tat pravou stranu (2.22) v double
precision. Máme-li LU dekompozici matice A, můžeme ji použı́t.

Iteračnı́ zpřesněnı́ má O(N2) operacı́. Rutinu mprove lze volat libovolný počet krát; pokud
nejsme daleko od skutečného řešenı́, jedno nebo dvě volánı́ obvykle dostačujı́.
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Rutina pro iterační zpřesnění (C) [Press et al., 1997a]
void mprove(float **a, float **alud, int n, int indx[], float b[], float x[])
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE mprove(a, alud, n, np, indx, b, x)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE mprove(a, alud, indx, b, x)
IN: (C: a[1..n][1..n], alud[1..n][1..n], indx[1..n], b[1..n], x[1..n]),

(F77: a(1:n,1:n), alud(1:n,1:n), indx(1:n), b(1:n), x(1:n)),
(F90: a, alud, indx, b, x), (C, F77: n), (F77: np).

OUT: (C: x[1..n]), (F77: x(1:n), (C: x)).
DEP: mprove — lubksb
Vstupní matice alud a vektor indx jsou LU dekompozice a permutační vektor dodané rutinou ludcmp. Vstupní nepřesný vektor x bude
na výstupu přepsán zpřesněním.
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Úlohy ke kapitole 2
1. Ze zdrojových kódů rutiny odvod’te počet operacı́O(N3 +N2M) pro metodu GJE.
2. Uvažujte soustavu lineárnı́ch algebraických rovnic (2.1) s maticı́ A naplněnou ele-

menty

aij =
1

i+ j − 1
(2.23)

(tzv. Hilbertova matice). Pravou stranu naplňte elementy

bi =
∑N
j=1 aij (2.24)

Exaktnı́ řešenı́ soustavy je evidentně x1 = x2 = . . . = xN = 1 pro libovolné N .
Řešte (2.1) s uvedenými elementy s použitı́m GJE a LUD pro N = 2, 3, 5, 7, 10, 40.
Vysvětlete zı́skané výsledky.

3. Hilbertovu matici z předešlé úlohy nahrad’te maticı́ s elementy

ãij =
1

cos(i+ j)− 1
(2.25)

(kosinus celého čı́sla nemůže být 1) a analogicky definovanou pravou stranou

b̃i =
∑N
j=1 ãij (2.26)

Exaktnı́ řešenı́ soustavy je evidentně opětx1 = x2 = . . . = xN = 1 pro libovolnéN .
Řešte (2.1) s uvedenými elementy s použitı́m GJE a LUD pro N = 2, 3, 5, 7, 10, 40.
Vysvětlete zı́skané výsledky.
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Shrnutı́ kapitoly: Naučili jste se řešit soustavy lineárnı́ch algebraických rovnic (SLAR).
Ačkoliv tato úloha sama o sobě může připadat na prvnı́ pohled nudná, má ve skutečnosti
zásadnı́ důležitost pro řešenı́ jiných problémů numerické matematiky a fyzikálnı́ch simulacı́.

Dalšı́ zdroje:
• Kapitola 2 v [Press et al., 1997a,Press et al., 1997b,Press et al., 1997c]. Pro jazyk

C dostupné na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/,
pro Fortran na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/.

• Úvod do Fortranu 95 a do numerických metod [Sandu, 2001]. Obsahuje Kapi-
tolu 15 o soustavách lineárnı́ch algebraických rovnic. Dostupné online na
http://www.cs.mtu.edu/˜asandu/Courses/CS2911/fortran˙notes/main.html.

http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/
http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911/fortran_notes/main.html
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3. Interpolace a extrapolace

Rychlý náhled kapitoly: V této kapitole budou vysvětleny principy interpolace
a extrapolace datových souborů. Je třeba striktně odlišit inter- a extrapolaci od mo-
delovánı́ (fitovánı́) dat. U inter- a extrapolace procházı́ hledaná křivka vždy všemi
datovými body, což u modelovánı́, např. metodou nejmenšı́ch čtverců, nepožadu-
jeme. Ukážeme si různé metody interpolace.

Cı́le kapitoly:
• Naučit se metodě polynomiálnı́ inter- a extrapolace.
• Naučit se metodě racionálnı́ inter- a extrapolace.
• Naučit se metodě interpolace kubickými splajny.
• Naučit se pracovat s pomocnými rutinami pro prohledávánı́ uspořádané

tabulky.
• Naučit se metodě nalezenı́ koeficientů interpolačnı́ho polynomu.

Klı́čová slova kapitoly: Interpolace, extrapolace, polynomiálnı́, racionálnı́; řád
interpolace; Nevilleův rekurzivnı́ algoritmus; Bulirschův–Stoerův rekurzivnı́ algo-
ritmus; kubický splajn, přirozený kubický splajn; prohledávánı́ uspořádané tabulky;
koeficienty interpolačnı́ho polynomu
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Motto: Extrapolujte ceny benzı́nu za uplynulé čtyři měsı́ce do čtyř následujı́cı́ch let. (Psáno v řı́jnu 2008.)

Mějme N dvojic (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ) (předpokládejme x1 < x2 < . . . <
xN ), např. výsledky měřenı́ nebo výpočtů; xi mohou, ale nemusı́ být ekvidistantnı́.
Předpokládejme dále, zı́skaná závislost je popsána nějakou funkcı́ f tak, že yi =
f(xi).

Úkol: odhadnout hodnotu y = f(x) pro x /∈ {xi}i=1,2,...,N . Je-li x1 ≤ x ≤ xN
(x < x1 nebo x > xN ), mluvı́me o interpolaci (extrapolaci – ’hazardnějšı́‘).

Interpolace/extrapolace modeluje funkci určitého typu (polynom, racionálnı́ lomená
funkce, trigonometrická funkce, . . . ) mezi/za známými body.
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Motto: Extrapolujte ceny benzı́nu za uplynulé čtyři měsı́ce do čtyř následujı́cı́ch let. (Psáno v řı́jnu 2008.)

Mějme N dvojic (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ) (předpokládejme x1 < x2 < . . . <
xN ), např. výsledky měřenı́ nebo výpočtů; xi mohou, ale nemusı́ být ekvidistantnı́.
Předpokládejme dále, zı́skaná závislost je popsána nějakou funkcı́ f tak, že yi =
f(xi).

Úkol: odhadnout hodnotu y = f(x) pro x /∈ {xi}i=1,2,...,N . Je-li x1 ≤ x ≤ xN
(x < x1 nebo x > xN ), mluvı́me o interpolaci (extrapolaci – ’hazardnějšı́‘).

Interpolace/extrapolace modeluje funkci určitého typu (polynom, racionálnı́ lomená
funkce, trigonometrická funkce, . . . ) mezi/za známými body.

Koncepčně má inter/extrapolace dvě fáze:

1. Přizpůsobenı́ interpolačnı́ funkce datům.
2. Vyčı́slenı́ interpolačnı́ funkce v bodě x.

Tento dvoufázový algoritmus je výpočetně méně efektivnı́ a náchylnějšı́ k zaokrouh-
lovacı́ chybě než algoritmy, které konstruujı́ f(x) přı́mo z N tabelovaných hodnot,
začı́najı́ce z nejbližšı́ch bodů za přidávánı́ postupně klesajı́cı́ch korekcı́ přibı́ránı́m
dalšı́ch a dalšı́ch bodů, dokud nevezmou v úvahu všech N bodů.
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Počet operacı́ jeO(N2), a poslednı́ korekci lze použı́t jako odhad chyby. Tato metoda
poskytuje interpolačnı́ funkci, jejı́ž prvnı́ a vyššı́ derivace obecně nejsou spojité (při
průchodu x tabelovanými hodnotami xi).
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Počet operacı́ jeO(N2), a poslednı́ korekci lze použı́t jako odhad chyby. Tato metoda
poskytuje interpolačnı́ funkci, jejı́ž prvnı́ a vyššı́ derivace obecně nejsou spojité (při
průchodu x tabelovanými hodnotami xi).

Potřebujeme-li spojité derivace, použijeme splajny (spline functions). Splajn je poly-
nom spojujı́cı́ po sobě následujı́cı́ páry bodů tak, aby byla garantována spojitost splajnu
do určité derivace, včetně bodů napojenı́. Nejrozšı́řenějšı́ jsou kubické splajny, které
garantujı́ spojitost do druhé derivace včetně. Splajny jsou stabilnějšı́ než obyčejná
polynomiálnı́ interpolace, s menšı́ možnostı́ ’divokých oscilacı́‘ mezi tabelovanými
body.
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Počet operacı́ jeO(N2), a poslednı́ korekci lze použı́t jako odhad chyby. Tato metoda
poskytuje interpolačnı́ funkci, jejı́ž prvnı́ a vyššı́ derivace obecně nejsou spojité (při
průchodu x tabelovanými hodnotami xi).

Potřebujeme-li spojité derivace, použijeme splajny (spline functions). Splajn je poly-
nom spojujı́cı́ po sobě následujı́cı́ páry bodů tak, aby byla garantována spojitost splajnu
do určité derivace, včetně bodů napojenı́. Nejrozšı́řenějšı́ jsou kubické splajny, které
garantujı́ spojitost do druhé derivace včetně. Splajny jsou stabilnějšı́ než obyčejná
polynomiálnı́ interpolace, s menšı́ možnostı́ ’divokých oscilacı́‘ mezi tabelovanými
body.

Globálnı́ interpolace přes všechna data může dát zcela chybné výsledky. Je lepšı́
dát přednost lokálnı́ interpolaci přes data ’sousedı́cı́‘ s x, ačkoli i v takovém přı́-
padě nelze v okolı́ určitého bodu interpolovat ze znalosti několika okolnı́ch hodnot.
Inter/extrapolace (dále jen interpolace) vždy předpokládá jistý stupeň hladkosti. Přı́-
klady jsou na obrázku na následujı́cı́ a dalšı́ straně.

Občas je zapotřebı́ (v přı́padě polynomiálnı́ interpolace) znát koeficienty interpolač-
nı́ho polynomu (nenı́ zapotřebı́ pro vyčı́slenı́ f(x)!). Jde-li však jen o znalost f(x)
mezi xi, je lépe použı́t shora popsaného způsobu.
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Body (x1, y1), (x2, y2), . . . , (x10, y10) s ekvidistantnı́mixi ležı́ na grafu funkce f(x) = 3x2+
1
π4 ln

[
(π − x)2

]
+ 1 (o tom interpolace ale ’nic nevı́‘). Globálnı́ polynomiálnı́ interpolace

(v tomto přı́padě polynomem 9. stupně) je nepoužitelná; globálnı́ racionálnı́ interpolace dává
s výjimkou intervalu mezi body 4 a 6 (v okolı́ singularity) rozumné výsledky.
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Rozdělı́me deset bodů z předchozı́ho obrázku do třı́ skupin po čtyřech se společnými sou-
sednı́mi body, a provedeme lokálně v každé čtveřici kubickou polynomiálnı́ interpolaci a
racionálnı́ interpolaci. V hladkých částech funkce oba typy interpolace věrně kopı́rujı́ průběh
f(x), v okolı́ singularity jsou nepoužitelné.
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Počet bodů použitých pro interpolaci minus jedna je řád (order) interpolace – v přı́padě
polynomiálnı́ interpolace je řád roven stupni interpolačnı́ho polynomu.

Vyššı́ řád neznamená automaticky vyššı́ přesnost! Přidánı́m bodů vzdálených od x
dostaneme polynom vyššı́ho řádu, který má tendenci k oscilacı́m. Přidánı́ blı́zkých
bodů, pokud jsou k dispozici, je naopak vhodné.
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Počet bodů použitých pro interpolaci minus jedna je řád (order) interpolace – v přı́padě
polynomiálnı́ interpolace je řád roven stupni interpolačnı́ho polynomu.

Vyššı́ řád neznamená automaticky vyššı́ přesnost! Přidánı́m bodů vzdálených od x
dostaneme polynom vyššı́ho řádu, který má tendenci k oscilacı́m. Přidánı́ blı́zkých
bodů, pokud jsou k dispozici, je naopak vhodné.

Doporučenı́: použı́vejte interpolaci se 3 a 4 body (kvadratický a kubický polynom),
nejvýše s 5 až 6 body (bikvadratický až 5. řádu).

(a) Hladká funkce (plná čára) je přesněji interpolována
polynomem vyššı́ho řádu (kratšı́ čárky) než 1. řádu
(delšı́ čárky).

(b) Funkce s ostrými hranami nebo rychle se měnı́cı́
derivacı́ je přesněji interpolována polynomem nižšı́ho
řádu (delšı́ čárky) než vyššı́ho řádu (kratšı́ čárky).
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3.1. Polynomiálnı́ interpolace a extrapolace

N ≥ 1 body (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ) procházı́ jednoznačný polynom N − 1
stupně (interpolačnı́ polynomN −1 stupně). Je dán explicitně Lagrangeovou formulı́

P (x) =
(x− x2)(x− x3) · · · (x− xN )

(x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xN )
y1

+
(x− x1)(x− x3) · · · (x− xN )

(x2 − x1)(x2 − x3) · · · (x2 − xN )
y2

+ · · ·+ (x− x1)(x− x2) · · · (x− xN−1)
(xN − x1)(xN − x2) · · · (xN − xN−1)

yN (3.1)

Platı́ P (xi) = yi. Lagrangeova formule je v praxi neužitečná: neposkytuje odhad
chyby, obtı́žně programovatelná, sklon k zaokrouhlovacı́ chybě.

Nevilleův algoritmus konstruuje tentýž interpolačnı́ polynom rekurzivnı́ cestou: mı́sto
abychom do hotového polynomu (3.1) dosazovali x, ze známého x teprve rekurzivně
budujeme polynom P (x).

Pokuste se vysvětlit přı́činu náchylnosti Lagrangeovy formule (3.1) k zaokrouhlovacı́ chybě.
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Rekurzivnı́ Nevilleův algoritmus funguje takto (ilustrace pro N = 4 a x ∈ (x1, x2)):

x1 : P1 ≡ y1
P12 =

(x−x2)P1+(x1−x)P2
x1−x2

x2 : P2 ≡ y2 P123 =
(x−x3)P12+(x1−x)P23

x1−x3
P23 =

(x−x3)P2+(x2−x)P3
x2−x3

P1234 =
(x−x4)P123+(x1−x)P234

x1−x4
x3 : P3 ≡ y3 P234 =

(x−x4)P23+(x2−x)P34
x2−x4

P34 =
(x−x4)P3+(x3−x)P4

x3−x4
x4 : P4 ≡ y4

(3.2)

Z ’rodičovských‘ polynomů
P1 a P2 vzniká ’dceřiný‘ po-
lynomP12 stupně o 1 vyššı́ho.
PodobněP23 je potomkemP2

a P3, P123 je potomkem P12

a P23, atd., až nakonec vý-
sledný interpolačnı́ polynom
P1234 je potomkem P123 a
P234.
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Ověřte, že P1234(x) je identický s Lagrangeovou formulı́ (3.1) pro N = 4.
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Obecný tvar rekurzivnı́ formule pro výpočet ’dceřiného‘ polynomu z ’rodičovských‘
polynomů je

Pi,i+1,...,i+m =
(x− xi+m)Pi,i+1,...,i+m−1 + (xi − x)Pi+1,i+2,...,i+m

xi − xi+m
(3.3)

Pro diference mezi ’dceřiným‘ polynomem a ’rodičovskými‘ polynomy

Cm,i ≡ Pi,i+1,...,i+m − Pi,i+1,...,i+m−1 (3.4)

Dm,i ≡ Pi,i+1,...,i+m − Pi+1,i+2,...,i+m (3.5)

snadno pomocı́ (3.3) odvodı́me rekurzivnı́ formule pro

Dm+1,i =
(xi+m+1 − x)(Cm,i+1 −Dm,i)

xi − xi+m+1
(3.6)

Cm+1,i =
(xi − x)(Cm,i+1 −Dm,i)

xi − xi+m+1
(3.7)

Podle (3.4) a (3.5) dostaneme ’dceřiný‘ polynom přičı́tánı́m korekcı́C aD k ’rodičov-
ským‘ polynomům. Finálnı́ interpolačnı́ polynom (poslednı́ potomek) pak dostaneme
jako sumu libovolného yi plus soubor korekcı́ C a D, které k němu tvořı́ cestu.

Poslednı́ přičtená korekce pak sloužı́ jako odhad chyby.
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Rutina pro polynomiální interpolaci (C) [Press et al., 1997a]
void polint(float xa[], float ya[], int n, float x, float *y, float *dy)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE polint(xa, ya, n, x, y, dy)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE polint(xa, ya, x, y, dy)
IN: (C: xa[1..n], ya[1..n]), (F77: xa(1:n), ya(1:n)), (F90: xa, ya), (C, F77: n), x.
OUT: y a dy.
V proměnné y vrátí hodnotu interpolačního polynomu P stupně n, P (xa[i]) =ya[i], v bodě x.
V proměnné dy vrátí odhad chyby.

Typické
použitı́:

#define N 100 /* number of data points */
#define NP 4 /* number of points for (cubic) interpolation */
...
float x,y,dy,*xa,*ya;
...
xa=vector(1,N); /* allocate memory for all data */
ya=vector(1,N);
...
polint(xa,ya,NP,x,&y,&dy); /* thru pts 1,2,3,4, xa[1]<=x<=xa[4] */
polint(xa+9,ya+9,NP,x,&y,&dy); /* thru pts 10,..,13, xa[10]<=x<=xa[13] */
polint(xa+96,ya+96,NP,x,&y,&dy); /* thru last 4 pts, xa[97]<=x<=xa[100] */

Pro C-programátory: Proč je pro interpolaci přes body 10, . . . , 13 v rutině polint argument xa+9?

Vyzkoušejte demonstrační program pro polynomiální interpolaci xpolint z knihovny [Press et al.,
1997a, Vetterling et al., 1993].
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3.2. Racionálnı́ interpolace a extrapolace

Racionálnı́ funkce procházejı́cı́ m+ 1 body (xi, yi), (xi+1, yi+1), . . . , (xi+m, yi+m)
tvaru

Ri,i+1,...,i+m =
Pµ(x)
Qν(x)

=
p0 + p1x+ · · ·+ pµx

µ

q0 + q1x+ · · ·+ qνxν
(3.8)

obsahuje µ+ ν+ 1 neznámých koeficientů pi a qi (q0 je libovolné), proto musı́ platit

m = µ+ ν (3.9)

Je třeba specifikovat stupeň polynomu jak ve jmenovateli, tak v čitateli.

Racionálnı́ funkce jsou někdy lepšı́ než polynomy, nebot’ mohou modelovat póly.
Tyto póly mohou nastávat pro reálné x, častěji však v komplexnı́ rovině v analy-
tickém pokračovánı́. Takové póly mohou zcela zruinovat polynomiálnı́ aproximaci.
Nakreslı́me-li v komplexnı́ rovině kruh obsahujı́cı́ všechny xi, polynomiálnı́ inter-
polace nebude fungovat, pokud nejbližšı́ pól nebude dostatečně daleko vně kruhu.
Naproti tomu, racionálnı́ interpolace bude fungovat, jestliže máQν dostatečný stupeň
pro vystiženı́ blı́zkých pólů.

Bulirsch a Stoer nalezli algoritmus Nevilleova typu – vytvářı́ interpolačnı́ diagonálnı́
racionálnı́ funkci, pro kterou platı́ µ = ν (je-lim sudé) nebo ν = µ+1 (je-lim liché).
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Detaily Bulirschova–Stoerova algoritmu: generujı́cı́ rekurence je

Ri,i+1,...,i+m = Ri+1,...,i+m +
Ri+1,...,i+m −Ri,...,i+m−1(

x−xi
x−xi+m

)(
1− Ri+1,...,i+m−Ri,...,i+m−1

Ri+1,...,i+m−Ri+1,...,i+m−1

)
− 1

(3.10)

s počátečnı́mi podmı́nkami

Ri = yi, R ≡ [Ri,i+1,...,i+m pro m = −1] = 0 (3.11)

Vztahy analogická vztahům (3.4), (3.5), (3.6) a (3.7) pro polynomiálnı́ interpolaci majı́ tvar
Cm,i ≡ Ri,i+1,...,i+m −Ri,i+1,...,i+m−1 (3.12)
Dm,i ≡ Ri,i+1,...,i+m −Ri+1,i+2,...,i+m (3.13)
a

Dm+1,i =
Cm,i+1(Cm,i+1 −Dm,i)(
x−xi

x−xi+m+1

)
Dm,i − Cm,i+1

(3.14)

Cm+1,i =

(
x−xi

x−xi+m+1

)
Dm,i(Cm,i+1 −Dm,i)(

x−xi
x−xi+m+1

)
Dm,i − Cm,i+1

(3.15)

kde jsme použili

Cm+1,i −Dm+1,i = Cm,i+1 −Dm,i (3.16)

Na těchto relacı́ch je založena rutina pro racionálnı́ interpolaci.
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Rutina pro racionální interpolaci (volání analogické jako u polint) (C) [Press et al., 1997a]
void ratint(float xa[], float ya[], int n, float x, float *y, float *dy)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE ratint(xa, ya, n, x, y, dy)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE ratint(xa, ya, x, y, dy)
IN: (C: xa[1..n], ya[1..n]), (F77: xa(1:n), ya(1:n)), (F90: xa, ya), (C, F77: n), x.
OUT: y a dy.
V proměnné y vrátí hodnotu interpolační diagonální racionální funkce R, R(xa[i]) =ya[i], v bodě x.
V proměnné dy vrátí odhad chyby.

Typické
použitı́:

#define N 100 /* number of data points */
#define NP 4 /* number of points for rational interpolation */
...
float x,y,dy,*xa,*ya;
...
xa=vector(1,N); /* allocate memory for all data */
ya=vector(1,N);
...
ratint(xa,ya,NP,x,&y,&dy); /* thru pts 1,2,3,4, xa[1]<=x<=xa[4] */
ratint(xa+9,ya+9,NP,x,&y,&dy); /* thru pts 10,..,13, xa[10]<=x<=xa[13] */
ratint(xa+96,ya+96,NP,x,&y,&dy); /* thru last 4 pts, xa[97]<=x<=xa[100] */

Pro C-programátory: Proč je pro interpolaci přes body 97, . . . , 100 v rutině ratint argument xa+96?

Vyzkoušejte demonstrační program pro racionální interpolaci xratint z knihovny [Press et al., 1997a,
Vetterling et al., 1993].
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3.3. Interpolace kubickými splajny
Lineárnı́ interpolace meziN body (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ) má tvar po částech lineárnı́
funkce (speciálnı́ přı́pad Lagrangeovy formule (3.1))

y = Ayj +Byj+1, A(x) ≡ xj+1 − x
xj+1 − xj

, B(x) ≡ 1−A(x) =
x− xj

xj+1 − xj
(3.17)

Zřejmě y′′ = 0 uvnitř každého intervalu 〈xj , xj+1〉, ale obecně neexistuje y′′ v bodech xj .

Kubické splajny poskytujı́ interpolačnı́ formuli, která má
• hladké prvnı́ derivace y′,
• spojité druhé derivace y′′,
a to jak uvnitř každého intervalu 〈xj , xj+1〉, tak v hraničnı́ch bodech xj .
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3.3. Interpolace kubickými splajny
Lineárnı́ interpolace meziN body (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ) má tvar po částech lineárnı́
funkce (speciálnı́ přı́pad Lagrangeovy formule (3.1))

y = Ayj +Byj+1, A(x) ≡ xj+1 − x
xj+1 − xj

, B(x) ≡ 1−A(x) =
x− xj

xj+1 − xj
(3.17)

Zřejmě y′′ = 0 uvnitř každého intervalu 〈xj , xj+1〉, ale obecně neexistuje y′′ v bodech xj .

Kubické splajny poskytujı́ interpolačnı́ formuli, která má
• hladké prvnı́ derivace y′,
• spojité druhé derivace y′′,
a to jak uvnitř každého intervalu 〈xj , xj+1〉, tak v hraničnı́ch bodech xj .

Předpokládejme, že v hraničnı́ch bodechxj jsou kromě yj zadány také hodnoty druhé derivace
y′′j , a přidejme k pravé straně (3.17) v každém intervalu kubický polynom S(x):

y(x) = A(x)yj +B(x)yj+1 + S(x), S(x) = s0 + s1x+ s2x
2 + s3x

3 (3.18)

s těmito vlastnostmi:
S(xj) = S(xj+1) = 0 (souhlas y(x) s hodnotami yj) (3.19)
S′′(xj) = y′′j , S′′(xj+1) = y′′j+1 (souhlas y′′(x) s hodnotami y′′j ) (3.20)
Vztahy (3.19) a (3.20) tvořı́ čtyři rovnice pro výpočet čtyř koeficientů sj polynomu S(x).
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Po jejich vyřešenı́ dostaneme přepis (3.18) ve tvaru

y(x) = A(x)yj +B(x)yj+1 + C(x)y′′j +D(x)y′′j+1 (3.21)

kde koeficienty
C(x) ≡ 1

6 (A3(x)−A(x))(xj+1 − xj)2 (3.22)
D(x) ≡ 1

6 (B3(x)−B(x))(xj+1 − xj)2 (3.23)
obsahujı́ kubickou část závislosti na x. EvidentněC(xj) = C(xj+1) = D(xj) = D(xj+1) =
0 (dı́ky A(xj) = B(xj+1) = 1, A(xj+1) = B(xj) = 0), čı́mž jsou splněny (3.19), a snadno
ověřı́me C ′′(x) = A(x), D′′(x) = B(x). Proto

y′′(x) = A(x)y′′j +B(x)y′′j+1 (3.24)

takže (3.20) jsou také splněny. Prvnı́ derivace je

y′(x) =
yj+1 − yj
xj+1 − xj

− 3A2 − 1
6

(xj+1 − xj)y′′j +
3B2 − 1

6
(xj+1 − xj)y′′j+1
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Po jejich vyřešenı́ dostaneme přepis (3.18) ve tvaru

y(x) = A(x)yj +B(x)yj+1 + C(x)y′′j +D(x)y′′j+1 (3.21)

kde koeficienty
C(x) ≡ 1

6 (A3(x)−A(x))(xj+1 − xj)2 (3.22)
D(x) ≡ 1

6 (B3(x)−B(x))(xj+1 − xj)2 (3.23)
obsahujı́ kubickou část závislosti na x. EvidentněC(xj) = C(xj+1) = D(xj) = D(xj+1) =
0 (dı́ky A(xj) = B(xj+1) = 1, A(xj+1) = B(xj) = 0), čı́mž jsou splněny (3.19), a snadno
ověřı́me C ′′(x) = A(x), D′′(x) = B(x). Proto

y′′(x) = A(x)y′′j +B(x)y′′j+1 (3.24)

takže (3.20) jsou také splněny. Prvnı́ derivace je

y′(x) =
yj+1 − yj
xj+1 − xj

− 3A2 − 1
6

(xj+1 − xj)y′′j +
3B2 − 1

6
(xj+1 − xj)y′′j+1 (3.25)

Hodnoty y′′j v hraničnı́ch bodech však nejsou známy! Použijeme-li však podmı́nku spojitosti
prvnı́ derivace, pak z rovnosti (3.25) aplikované na intervaly 〈xj−1, xj〉 a 〈xj , xj+1〉 pro x
rovno společnému hraničnı́mu bodu xj dostaneme

xj − xj−1

6
y′′j−1 +

xj+1 − xj−1

3
y′′j +

xj+1 − xj
6

y′′j+1 =
yj+1 − yj
xj+1 − xj

− yj − yj−1

xj − xj−1
(3.26)

To je N − 2 lineárnı́ch rovnic pro N neznámých y′′i , i = 1, . . . , N .
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Dvě z nich můžeme proto volit libovolně – obvykle y′′1 a y′′N . Nejčastějšı́ volby jsou

• y′′1 = 0 a/nebo y′′N = 0, tzv. přirozený kubický splajn, který má nulovou
křivost na jednom nebo obou okrajı́ch dat

• na jednom z obou okrajů dat se zadá prvnı́ derivace y′1 a/nebo y′N a po-
mocı́ (3.25) se dopočı́tajı́ y′′1 a y′′N .

Soustava (3.26) je (vzhledem k neznámým y′′j ) tridiagonálnı́, takže se snadno řešı́.
Jakmile z (3.26) určı́me N − 2 zbývajı́cı́ch y′′j , stává se (3.21) determinovanou
funkcı́ s garantovanou spojitostı́ druhé derivace (a tı́m garantovanou hladkostı́ prvnı́
derivace) v celém intervalu 〈x1, xN 〉 – splajnem.

Rutina pro výpočet (N − 2) 2. derivací y′′j (C) [Press et al., 1997a]
void spline(float x[], float y[], int n, float yp1, float ypn, float y2[])
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE spline(x, y, n, yp1, ypn, y2)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
SUBROUTINE spline(x, y, yp1, ypn, y2)
IN: (C: x[1..n], y[1..n]), (F77: x(1:n), y(1:n)), (F90: x, y), (C, F77: n), yp1, ypn.
OUT: (C: y2[1..n]), (F77: y2(1:n)), (F90: y2).
Vektory x a y obsahují soubor dat (xj monotónně roste s j), v proměnných yp1 a ypn zadáváme
požadovanou hodnotu 1. derivace na okraji souboru dat. Je-li tato hodnota ≥ 1.0 × 1030, rutina
použije podmínku přirozeného splajnu (2. derivace, tj. křivost, nulová na příslušném konci). Druhé
derivace v hraničních bodech jsou zapsány do vektoru y2.
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Předchozı́ rutinu (spline) stačı́ volat jednou. Pro výpočet interpolované hodnoty
v bodě x pak voláme rutinu splint, jež použije hodnoty y2[1..n]:

Rutina pro výpočet kubického splajnu v bodě x (C) [Press et al., 1997a]
void splint(float xa[], float ya[], float y2a[], int n, float x, float *y)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE splint(xa, ya, y2a, n, x, y)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
FUNCTION splint(xa, ya, y2a, x)
IN: (C: xa[1..n], ya[1..n], y2a[1..n]), (F77: xa(1:n), ya(1:n), y2a(1:n)),

(F90: xa, ya, y2a), (C, F77: n), x.
OUT: (C, F77: y).
Vektor y2a je z rutiny spline. Interpolovaná hodnota příslušná hodnotě x nezávislé proměnné je
vrácena (F90) nebo zapsána do y (C, F77).

Typické
použitı́:

#define YPRIME1 2.0e30 /* natural spline */
#define NP 10 /* number of points */
...
float x,yn,*xa,*ya,*y2n;
...
xa=vector(1,NP);
ya=vector(1,NP);
y2n=vector(1,NP);
...
spline(xa,ya,NP,YPRIME1,YPRIME1,y2n); /* generates y2n as output */
splint(xa,ya,y2n,NP,x,&yn); /* uses y2n as input */
...

Vyzkoušejte demonstrační programy pro interpolaci kubickými splajny xspline a xsplint
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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Body (x1, y1), (x2, y2), . . . , (x10, y10) s ekvidistantnı́mi xi ležı́ na grafu funkce f(x) =
3x2 + 1

π4 ln
[
(π − x)2

]
+ 1 a jsou interpolovány přirozeným kubickým splajnem.
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3.4. Pomocné rutiny
Máme-li data s velkým počtem bodůN , je vhodné použı́t interpolačnı́ schéma (polynomiálnı́,
racionálnı́) s menšı́m počtem bodům, obvyklem = 4. Předpokládejme abscisy xj monotónně
rostoucı́ nebo klesajı́cı́. Potom musı́me řešit následujı́cı́ úkoly:

1. Pro zadané x určit j = 1, . . . , N − 1 tak, že xj ≤ x < xj+1.
2. Pro takto lokalizované x ošetřit ’okrajové efekty‘: ležı́-li x např. v (x1, x2) a

použı́váme-li čtyřbodovou interpolaci, vezmeme body 1, 2, 3, 4. Avšak pro x upro-
střed dat daleko od obou konců použijeme ’dva body vlevo, dva vpravo‘, pro
x ∈ (xN−1, xN ) použijeme body N − 3, N − 2, N − 1, N .

Prvnı́ problém je řešen rutinami locate a hunt. Rutina locate řešı́ problém ab initio pomocı́
bisekce (a) v O(log2N) pokusech, rutina hunt předřadı́ bisekci ’lov‘ startujı́cı́ z předešlé
pozice (b) – může být rychlejšı́ faktorem log2N , přinejhoršı́m je dvakrát pomalejšı́.
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Rutina pro prohledávání uspořádané tabulky (C) [Press et al., 1997a]
void locate(float xx[], unsigned long n, float x, unsigned long *j)
void hunt(float xx[], unsigned long n, float x, unsigned long *jlo)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE locate(xx, n, x, j)
SUBROUTINE hunt(xx, n, x, jlo)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
FUNCTION locate(xx, x)
SUBROUTINE hunt(xx, x, jlo)
IN: (C: xx[1..n]), (F77: xx(1:n)), (F90: xx), (C, F77: n), x.
OUT: j nebo jlo (s výjimkou locate (F90)).
Je-li zadán (monotónní) vektor xx abscis a hodnota x, rutina vrátí hodnotu j nebo jlo tak, že x leží
mezi xj a xj+1. Je-li x mimo rozsah 〈x1, xn〉, vrátí 0 nebo n.

Máme-li lokalizovánu polohu x v tabulce dat v intervalu 〈xj , xj+1〉, určı́me nejlevějšı́
prvek xk vstupujı́cı́ do interpolačnı́ho procesu (nejpravějšı́ bude xk+m−1) takto:

k = min {max {j − (m− 1)/2, 1} , N + 1−m} (3.27)

Vyzkoušejte fungovánı́ (3.27) pro hodnoty N = 20, m = 4 s různými polohami x.

Nezaměňujte interpolaci a fitovánı́:
• Fitovánı́ (např. metodou nejmenšı́ch čtverců) je vyhlazovacı́ proces – počet koeficientů bývá� než počet

dat a hodnoty nafitované funkce v xj nejsou přesné.
• U interpolace je počet koeficientů a dat stejný, takže hodnoty interpolantu v xj jsou přesné, ale statistické

chyby v datech způsobujı́ oscilace.
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3.5. Koeficienty interpolačnı́ho polynomu
Občas je potřeba znát koeficienty interpolačnı́ho polynomu (3.1) procházejı́cı́ho malým poč-
tem bodů. (Připomeňme, že při proceduře určovánı́ hodnoty interpolačnı́ho polynomu pomocı́
Nevilleova algoritmu jeho koeficienty znát nepotřebujeme!) Určovánı́ koeficientů interpola-
čnı́ho polynomu je vhodné se vyhnout, protože
• koeficienty mohou být určeny mnohem méně přesně než hodnota interpolačnı́ho

polynomu v zadaném x,
• hodnoty v zadaném x počı́tané ze známých koeficientů neprocházı́ přesně tabelova-

nými body.
V odůvodněných přı́padech, jako napřı́klad
• současný výpočet interpolovaných hodnot funkce a jejı́ch derivacı́,
• výpočet konvoluce segmentu tabelované funkce s nějakou funkcı́, jejı́ž momenty (tj.

jejı́ konvoluce s mocninami x) jsou známy analyticky.
Pro určenı́ N + 1 koeficientů interpolačnı́ho polynomu
y = c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ cNx
N (3.28)

potřebujeme N + 1 bodů (x0, y0), . . . , (xN , yN ):
1 x0 x2

0 · · · xN0
1 x1 x2

1 · · · xN1
...

...
...

. . .
...

1 xN x2
N · · · xNN

 ·


c0
c1
...
cN

 =


y0
y1
...
yN

 (3.29)
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To je Vandermondeova matice, pro jejı́ž řešenı́ existuje speciálnı́ metoda s počtem operacı́
O(N2). Vandermondeův systém může být numericky špatně definován – žádné numerická
metoda nedá přesný výsledek, na rozdı́l od určenı́ interpolované hodnoty.

Druhá metoda využı́vá rutiny polint: inter/extrapolujeme pro x = 0, čı́mž dostaneme c0.
Odečteme c0 od všech yj a dělı́me každé yj odpovı́dajı́cı́m xj . Zahodı́me jeden bod (nejlépe
s nejmenšı́m xj), a inter/extrapolacı́ pro x = 0 dostaneme c1, atd. Poněkud stabilnějšı́ než
předchozı́ metoda, ale O(N3). Jinak podobné problémy jako u Vandermondeovy metody.
Rozumné výsledky v single precision do N ∼ 8–10, v double precision do N ∼ 15–20.

Rutina polcoe implementuje Vandermondeovu metodu, rutina polcof druhou metodu.

Rutina pro určení koeficientů interpolačního polynomu (C) [Press et al., 1997a]
void polcoe(float x[], float y[], int n, float cof[])
void polcof(float x[], float y[], int n, float cof[])
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE polcoe(x, y, n, cof)
SUBROUTINE polcof(x, y, n, cof)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
FUNCTION polcoe(x, y)
FUNCTION polcof(x, y)
IN: (C: x[0..n], y[0..n]), (F77: x(1:n), y(1:n)), (F90: x, y), (C, F77: n).
OUT: (C: cof[0..n]), (F77: cof(1:n)).
DEP: polcof←↩polint
Z vektorů x a y obsahujících tabelované hodnoty (xj , yj) vypočte a vrátí vektor koeficientů interpola-
čního polynomu (F90) nebo je zapíše do vektoru cof (C, F77).
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Vyzkoušejte demonstrační programy pro prohledávání uspořádané tabulky xlocate a
xhunt z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].

Vyzkoušejte demonstrační programy pro určení koeficientů interpolačního polynomu
xpolcoe a xpolcof z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].

Shrnutı́ kapitoly: Naučili jste se interpolovat (nebo extrapolvat) pomocı́ různých metod
a rozumně tyto metody využı́vat – vı́te, kdy která dává užitečné výsledky a kdy je naopak
kontraproduktivnı́.

Dalšı́ zdroje:
• Kapitola 3 v [Press et al., 1997a,Press et al., 1997b,Press et al., 1997c]. Pro jazyk

C dostupné na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/,
pro Fortran na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/.

• Úvod do Fortranu 95 a do numerických metod [Sandu, 2001]. Obsahuje Kapi-
toly 18 a 20 o polynomiálnı́ interpolaci a splajnech. Dostupné online na
http://www.cs.mtu.edu/˜asandu/Courses/CS2911/fortran˙notes/main.html.

http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/
http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911/fortran_notes/main.html
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Úlohy ke kapitole 3
Uvažujte Rungeovu funkci

r(x) =
1

1 + 10x2
(3.30)

na definičnı́m oboru 〈−1, 1〉, a N = 9 Čebyševových bodů

xj = − cos
[

(2j − 1)π
2N

]
, yj = r(xj), j = 1, . . . , N (3.31)

1. Interpolujte body (xj , yj), j = 1, . . . , N na intervalu 〈−1, 1〉 postupně dvoubodovou
polynomiálnı́ interpolacı́ (tj. po částech lineárnı́ funkcı́), třı́bodovou polynomiálnı́
interpolacı́ (tj. kvadratickými polynomy), čtyřbodovou polynomiálnı́ interpolacı́ (tj.
kubickými polynomy), . . . , osmibodovou polynomiálnı́ interpolacı́, devı́tibodovou
polynomiálnı́ interpolacı́.

2. Interpolujte body (xj , yj), j = 1, . . . , N na intervalu 〈−1, 1〉 postupně dvoubodo-
vou, třı́bodovou, . . . , devı́tibodovou racionálnı́ interpolacı́.

3. Interpolujte body (xj , yj), j = 1, . . . , N na intervalu 〈−1, 1〉 přirozeným kubickým
splajnem.

4. Interpolujte body (xj , yj), j = 1, . . . , N na intervalu 〈−1, 1〉 kubickým splajnem
s prvnı́mi derivacemi vx1 axN nastavenými na hodnoty analyticky spočtené derivace
(3.30) v těchto bodech.

5. Diskutujte zı́skané výsledky.
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4. Numerická integrace

Rychlý náhled kapitoly: V této kapitole budou vysvětleny principy dalšı́ ze zá-
kladnı́ch úloh numerického modelovánı́: numerické kvadratury. Existuje mnoho
různých přı́stupů, zde se budeme věnovat jen těm nejzákladnějšı́m jako jsou li-
choběžnı́kové (trapezoidálnı́) pravidlo, Rombergova kvadratura a dotkneme se
způsobu numerického výpočtu nevlastnı́ch integrálů.

Cı́le kapitoly:
• Naučit se numericky počı́tat určité integrály pomocı́ lichoběžnı́kového pra-

vidla.
• Naučit se numericky počı́tat určité integrály pomocı́ Simpsonova pravidla.
• Naučit se numericky počı́tat určité integrály Rombergovou metodou.
• Naučit se numericky počı́tat některé typy nevlastnı́ch určitých integrálů.

Klı́čová slova kapitoly: Kvadratura; uzavřené formule, otevřené formule; li-
choběžnı́kové pravidlo, Simpsonovo pravidlo; otevřené extrapolace; rozšı́řené uza-
vřené formule; rozšı́řené otevřené a polootevřené formule; Rombergova kvadratura;
nevlastnı́ integrály
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Motto: Metoda brutálnı́ sı́ly: (1) nakresli graf funkce na ocelový plech známé tloušt’ky a vystřihni, (2) zvaž
vystřižený kus, (3) poděl hmotnost hustotou oceli a tloušt’kou plechu, (4) raduj se z výsledku.

Historie numerické integrace (kvadratury) sahá k objevu diferenciálnı́ho a integrálnı́ho
počtu. Na rozdı́l od derivacı́ elementárnı́ch funkcı́ a jejich kombinacı́, jež lze vždy
derivovat analyticky, integrály obecně analyticky vyjádřit nelze.

Vyčı́slenı́ určitého integrálu

I =
∫ b

a
f(x) dx (4.1)

je ekvivalentnı́ řešenı́ diferenciálnı́ rovnice
dy
dx

= f(x) (4.2)

s počátečnı́ podmı́nkou y(a) = 0 a dosazenı́ I ≡ y(b).

K numerické kvadratuře lze proto použı́t metody řešenı́ oby-
čejných diferenciálnı́ch rovnic, jež jsou vhodné pro kvadra-
turu funkcı́ koncentrovaných do jednoho nebo vı́ce ’pı́ků‘, nebo
funkcı́, jejichž tvar nenı́ charakterizován jedinou délkovou šká-
lou, jako např. f(x) = sin2(x−1) na intervalu 〈δ, 2/π〉, kde δ
je malé kladné čı́slo.
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Kromě metod této kapitoly a pomocı́ ODE jsou dalšı́ metody kvadratury:

• Metody založené na aproximaci funkcı́. Viz kapitola 5 v [Press et al., 1997a,
Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]. Explicitnı́ diskuse integrace funkcı́
pomocı́ Čebyševovy aproximace je v sekci 5.9 uvedené knihy.

• Analytická integrace kubického splajnu (3.21) s použitı́m výstupu rutiny
spline pro y′′j [Forsythe et al., 1977].

• Integrály konvolučnı́ho typu lze počı́tat pomocı́ metod rychlé Fourierovy
transformace v kapitole 5.

• Důležitá metoda výpočtu multidimenzionálnı́ch integrálů je metoda Monte Carlo.

http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c05-00.pdf
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c05-09.pdf
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4.1. Klasické formule pro ekvidistantnı́ abscisy

Mějme ekvidistantnı́ posloupnost abscis x0, x1, . . . , xN , xN+1 s krokem h,

xj = x0 + jh, j = 0, 1, . . . , N,N + 1 (4.3)

Funkčnı́ hodnoty v nich označı́me f(xj) ≡ fj . Úkolem je numericky spočı́tat určitý
integrál∫ b

a
f(x) dx (4.4)

kde a = x0 a b = xN+1.

Uzavřené formule použı́vajı́ funkčnı́ hodnoty
v koncových bodech f(a) a f(b).

Otevřené formule aproximujı́ (4.4) pomocı́
xj ležı́cı́ch striktně mezi a a b (např.
f má v a a/nebo b singularitu, nelze
vyčı́slit ap.). Blı́že viz sekci 4.4.

Formule pro integraci funkce přes malý počet intervalů prezentované v následujı́cı́ch
dvou subsekcı́ch 4.1.1 a 4.1.2 jsou základnı́ stavebnı́ bloky pro konstrukci rozšı́řených
formulı́ použı́vajı́cı́ch většı́ počet intervalů (subsekce 4.1.3 a 4.1.4).
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4.1.1. Uzavřené Newtonovy–Cotesovy formule

Obecný tvar n-bodové uzavřené Newtonovy–Cotesovy formule je∫ xn

x1

f(x) dx = h [α1f1 + α2f2 + · · ·+ αnfn] +O(hm+2f (m+1)(ξ)) (4.5)

kde αj , j = 1, . . . , n jsou váhové koeficienty a m ≥ n − 1 je nejvyššı́ stupeň
polynomu, pro který (4.5) platı́ exaktně. Notace O(hm+2f (m+1)(ξ)) označuje, že
pro jiné funkce než f(x) ≡ P0(x), . . . , Pm(x) se exaktnı́ výsledek od vypočteného
lišı́ o součin numerického koeficientu (vyčı́slitelného!)× hm+2 × hodnota (m+ 1)-
derivace f v některém bodě (neznámém!) ξ ∈ (x1, xn).
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4.1.1. Uzavřené Newtonovy–Cotesovy formule

Obecný tvar n-bodové uzavřené Newtonovy–Cotesovy formule je∫ xn

x1

f(x) dx = h [α1f1 + α2f2 + · · ·+ αnfn] +O(hm+2f (m+1)(ξ)) (4.5)

kde αj , j = 1, . . . , n jsou váhové koeficienty a m ≥ n − 1 je nejvyššı́ stupeň
polynomu, pro který (4.5) platı́ exaktně. Notace O(hm+2f (m+1)(ξ)) označuje, že
pro jiné funkce než f(x) ≡ P0(x), . . . , Pm(x) se exaktnı́ výsledek od vypočteného
lišı́ o součin numerického koeficientu (vyčı́slitelného!)× hm+2 × hodnota (m+ 1)-
derivace f v některém bodě (neznámém!) ξ ∈ (x1, xn).
Hodnoty koeficientůαj se jednoduše odvodı́ tak, že položı́me (bez újmy na obecnosti) x1 = 0, takže xj = (j−1)h,
do n-bodové formule (4.5) dosadı́me za f(x) postupně n polynomů f(x) = 1, x/h, (x/h)2, . . . , (x/h)n−1 a
vyčı́slı́me

R (n−1)h
0 f(x) dx a fj . Dostaneme tak pro n koeficientů α1, . . . , αn soustavu n lineárnı́ch algebraických

rovnic.

Dı́ky náhodnému zkrácenı́ však může (4.5) platit exaktně i pro polynom stupněm > n−1. V přı́padě obecné funkce
použijeme Taylorův polynom se středem v x1, f(x) = Pm(x) + f (m+1)(ξ)xm+1/(m+ 1)!, kde ξ ∈ (x1, xn).
Integrál polynomiálnı́ části se zkrátı́ s h[. . .], integrál zbytku dá (n − 1)m+2hm+2f (m+1)(ξ)/(m + 2)!. To je
chybový člen na konci formule (4.5) včetně zmı́něného koeficientu.

Odvod’te klasické kvadraturnı́ formule uvedené na následujı́cı́ straně položenı́m po řadě
n = 2, 3, 4, 5 v obecném vzorci (4.5).
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Dvoubodové lichoběžnı́kové (trapezoidálnı́) pravidlo∫ x2

x1
f(x) dx = h

[
1
2f1 + 1

2f2

]
+O(h3f ′′(ξ)) (4.6)

Exaktnı́ pro polynomy do stupně m = 1 = n− 1: lineárnı́ funkce.
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Dvoubodové lichoběžnı́kové (trapezoidálnı́) pravidlo∫ x2

x1
f(x) dx = h

[
1
2f1 + 1

2f2

]
+O(h3f ′′(ξ)) (4.6)

Exaktnı́ pro polynomy do stupně m = 1 = n− 1: lineárnı́ funkce.

Třı́bodové Simpsonovo pravidlo∫ x3

x1
f(x) dx = h

[
1
3f1 + 4

3f2 + 1
3f3

]
+O(h5f (4)(ξ)) (4.7)

Exaktnı́ až po kubické polynomy včetně (m = 3 > 2 = n− 1).

Čtyřbodové Simpsonovo 3/8 pravidlo∫ x4

x1
f(x) dx = h

[
3
8f1 + 9

8f2 + 9
8f3 + 3

8f4

]
+O(h5f (4)(ξ)) (4.8)

Exaktnı́ až po kubické polynomy včetně (m = 3 = n− 1).
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Dvoubodové lichoběžnı́kové (trapezoidálnı́) pravidlo∫ x2

x1
f(x) dx = h

[
1
2f1 + 1

2f2

]
+O(h3f ′′(ξ)) (4.6)

Exaktnı́ pro polynomy do stupně m = 1 = n− 1: lineárnı́ funkce.

Třı́bodové Simpsonovo pravidlo∫ x3

x1
f(x) dx = h

[
1
3f1 + 4

3f2 + 1
3f3

]
+O(h5f (4)(ξ)) (4.7)

Exaktnı́ až po kubické polynomy včetně (m = 3 > 2 = n− 1).

Čtyřbodové Simpsonovo 3/8 pravidlo∫ x4

x1
f(x) dx = h

[
3
8f1 + 9

8f2 + 9
8f3 + 3

8f4

]
+O(h5f (4)(ξ)) (4.8)

Exaktnı́ až po kubické polynomy včetně (m = 3 = n− 1).

Pětibodové Bodeho pravidlo∫ x5

x1
f(x) dx = h

[
14
45f1 + 64

45f2 + 24
45f3 + 64

45f4 + 14
45f5

]
+O(h7f (6)(ξ)) (4.9)

Exaktnı́ až po polynomy stupně 5 včetně (m = 5 > 4 = n − 1). Dalšı́ vı́cebodové
formule viz §25.4 v [Abramowitz a Stegun, 1964].
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4.1.2. Otevřené extrapolace pro jeden interval

Mı́sto na koncı́ch otevřených elementárnı́ch Newtonových–Cotesových formulı́ typu∫ xn+1

x0
f(x) dx = h[α1f1 + · · · + αnfn] + O(. . .), které se (a) obtı́žně zřetězujı́ do

rozšı́řených formulı́ a (b) pro ostatnı́ použitı́ jsou překonány Gaussovou kvadraturou,
uved’me formule extrapolujı́cı́ integrál přes interval 〈x0, x1〉 pomocı́ funkčnı́ch hodnot
v x1, x2, . . . , xn:∫ x1

x0

f(x) dx = h [α1f1 + α2f2 + · · ·+ αnfn] +O(hm+2f (m+1)(ξ)) (4.10)

Komentář a důkaz je analogický jako v přı́padě uzavřených Newtonových–Cotesových formulı́ s těmito rozdı́ly:
ξ ∈ (x0, x1), xj = jh, vyčı́slujeme integrál

R h
0 f(x) dx, a chybový člen je hm+2f (m+1)(ξ)/(m+ 2)!. Volbou

n postupně dostaneme:R x1
x0

f(x) dx = h[f1] +O(h2f ′(ξ)) (4.11)R x1
x0

f(x) dx = h[ 3
2
f1 − 1

2
f2] +O(h3f ′′(ξ)) (4.12)R x1

x0
f(x) dx = h[ 23

12
f1 − 16

12
f2 + 5

12
f3] +O(h4f (3)(ξ)) (4.13)R x1

x0
f(x) dx = h[ 55

24
f1 − 59

24
f2 + 37

24
f3 − 9

24
f4] +O(h5f (4)(ξ)) (4.14)

Pro tyto formule je nejvyššı́ stupeň polynomu m, pro který platı́ exaktně, roven postupně m = 0, 1, 2, 3.

Odvod’te extrapolačnı́ formule (4.11)–(4.14) položenı́m po řadě n = 1, 2, 3, 4 v obecném
vzorci (4.10).
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4.1.3. Rozšı́řené uzavřené formule

Dostaneme je většinou zřetězenı́m uzavřených Newtonových–Cotesových formulı́
na po sobě jdoucı́ch, nepřekrývajı́cı́ch se intervalech (páru intervalů, trojici intervalů,
. . . ) pro a = x1, x2, x3, . . . , xN−1, xN = b. Krok je h = (b−a)/N , a počet takových
multiintervalů je ∼ N , takže chybový člen je úměrný
∼N∑
j=1

O
(

(b− a)m+2

Nm+2
f (m+1)(ξj)

)
∼ O

(
(b− a)m+2

Nm+1
f (m+1)(ξ)

)
(4.15)

kde ξ ∈ (x1, xN ) je hodnota maxima (m+1)-derivace přes jednotlivé multiintervaly.
Protože b − a je obvykle konstantnı́ a zajı́má nás hlavně závislost chyby na počtu
bodů, budeme psát chybový člen zjednodušeně

O
(

1
Nm+1

)
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4.1.3. Rozšı́řené uzavřené formule

Dostaneme je většinou zřetězenı́m uzavřených Newtonových–Cotesových formulı́
na po sobě jdoucı́ch, nepřekrývajı́cı́ch se intervalech (páru intervalů, trojici intervalů,
. . . ) pro a = x1, x2, x3, . . . , xN−1, xN = b. Krok je h = (b−a)/N , a počet takových
multiintervalů je ∼ N , takže chybový člen je úměrný
∼N∑
j=1

O
(

(b− a)m+2

Nm+2
f (m+1)(ξj)

)
∼ O

(
(b− a)m+2

Nm+1
f (m+1)(ξ)

)
(4.15)

kde ξ ∈ (x1, xN ) je hodnota maxima (m+1)-derivace přes jednotlivé multiintervaly.
Protože b − a je obvykle konstantnı́ a zajı́má nás hlavně závislost chyby na počtu
bodů, budeme psát chybový člen zjednodušeně

O
(

1
Nm+1

)
(4.16)

Rozšı́řené lichoběžnı́kové (trapezoidálnı́) pravidlo∫ xN
x1

f(x) dx = h
[

1
2f1 + f2 + f3 + · · ·+ fN−1 + 1

2fN
]

+O
(

1
N2

)
(4.17)

Exaktnı́ pro polynomy do stupně m = 1: po částech lineárnı́ funkce.
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Rozšı́řené Simpsonovo pravidlo∫ xN
x1

f(x) dx = h
[

1
3f1 + 4

3f2 + 2
3f3 + 4

3f4 + · · ·
+ 2

3fN−2 + 4
3fN−1 + 1

3fN
]

+O
(

1
N4

)
(4.18)

Exaktnı́ až po ’po částech kubické polynomy‘ včetně (m = 3).

Rozšı́řená formule řádu 1/N3

∫ xN
x1

f(x) dx = h

[
5
12f1 + 13

12f2 +
N−2∑
k=3

fk + 13
12fN−1 + 5

12fN

]
+O

(
1
N3

)
(4.19)

Exaktnı́ až po ’po částech kvadratické polynomy‘ včetně (m = 2).

Dokažte (4.19) aritmetickým zprůměrovánı́m rozšı́řeného Simpsonova pravidla (4.18) a modifikace rozšı́řeného
Simpsonova pravidla, na jejı́ž prvnı́ a poslednı́ krok je použito lichoběžnı́kové pravidlo (4.6). Chybový člen
je součtem chybových členů obou elementárnı́ch pravidel násobených počtem intervalů, na nichž jsou použity,
∼ 2×O(h3f ′′) +N ×O(h5f (4)) ∼ O(1/N3).
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Rozšı́řené Simpsonovo pravidlo∫ xN
x1

f(x) dx = h
[

1
3f1 + 4

3f2 + 2
3f3 + 4

3f4 + · · ·
+ 2

3fN−2 + 4
3fN−1 + 1

3fN
]

+O
(

1
N4

)
(4.18)

Exaktnı́ až po ’po částech kubické polynomy‘ včetně (m = 3).

Rozšı́řená formule řádu 1/N3

∫ xN
x1

f(x) dx = h

[
5
12f1 + 13

12f2 +
N−2∑
k=3

fk + 13
12fN−1 + 5

12fN

]
+O

(
1
N3

)
(4.19)

Exaktnı́ až po ’po částech kvadratické polynomy‘ včetně (m = 2).

Dokažte (4.19) aritmetickým zprůměrovánı́m rozšı́řeného Simpsonova pravidla (4.18) a modifikace rozšı́řeného
Simpsonova pravidla, na jejı́ž prvnı́ a poslednı́ krok je použito lichoběžnı́kové pravidlo (4.6). Chybový člen
je součtem chybových členů obou elementárnı́ch pravidel násobených počtem intervalů, na nichž jsou použity,
∼ 2×O(h3f ′′) +N ×O(h5f (4)) ∼ O(1/N3).

Dalšı́ rozšı́řená formule řádu 1/N4∫ xN
x1

f(x) dx = h
[

3
8f1 + 7

6f2 + 23
24f3 + f4 + f5 + · · ·

+ fN−4 + fN−3 + 23
24fN−2 + 7

6fN−1 + 3
8fN

]
+O

(
1
N4

)
(4.20)

Dokáže se fitovánı́m kubických polynomů na posloupnost po sobě jdoucı́ch skupin čtyř bodů;
podrobnosti viz §18.3 v [Press et al., 1997a, Press et al., 1997b, Press et al., 1997c].
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4.1.4. Rozšı́řené otevřené a polootevřené formule

Jsou konstruovány ze zřetězených uzavřených Newtonových–Cotesových formulı́ na
jednom nebo obou koncı́ch modifikovaných otevřenými extrapolacemi (po přı́sluš-
ném přečı́slovánı́). Z cvičenı́ pod rovnicı́ (4.19) plyne konzistence ’vnitřnı́‘ uzavřené
formule s ’okrajovou‘ extrapolativnı́ otevřenou formulı́ o jednotku nižšı́ho řádu.
• Kombinace (4.11) a (4.17) dává∫ xN
x1

f(x) dx = h
[
3
2f2 + f3 + · · ·+ fN−2 + 3

2fN−1

]
+O

(
1
N2

)
(4.21)

• Kombinace (4.12) a (4.19) dává∫ xN
x1

f(x) dx = h
[
23
12f2 + 7

12f3 + f4 + f5 + · · ·
+ fN−4 + fN−3 + 7

12fN−2 + 23
12fN−1

]
+O

(
1
N3

)
(4.22)

• Kombinace (4.13) a (4.18) dává∫ xN
x1

f(x) dx = h
[
27
12f2 + 0 + 13

12f4 + 4
3f5 + 2

3f6 + · · ·
+ 2

3fN−5 + 4
3fN−4 + 13

12fN−3 + 0 + 27
12fN−1

]
+O

(
1
N4

)
(4.23)

• Kombinace (4.14) a (4.20) dává∫ xN
x1

f(x) dx = h
[
55
24f2 −

1
6f3 + 11

8 f4 + f5 + f6 + f7 + · · ·
+ fN−5 + fN−4 + 11

8 fN−3 − 1
6fN−2 + 55

24fN−1

]
+O

(
1
N4

)
(4.24)
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• Důležitá je rozšı́řená středová formule (extended midpoint rule):∫ xN
x1

f(x) dx = h[f3/2 + f5/2 + · · ·+ fN−3/2 + fN−1/2] +O
(

1
N2

)
(4.25)

Důkaz je jednoduchý:
R xj+1
xj

f(x) dx, j = 1, . . . , N − 1 aproximujeme hodnotou fj+1/2 uprostřed intervalu× h.
Každá taková aproximace je přesná až do lineárnı́ funkce včetně, tj. chybové členy odpovı́dajı́ lichoběžnı́kovému
pravidlu (4.6) a celkový chybový člen (4.25) rozšı́řenému lichoběžnı́kovému pravidlu (4.17).

Dokažte rozšı́řenou středovou formuli (4.25).

Polootevřené formule vzniknou kombinacı́ uzavřených Newtonových–Cotesových
formulı́ s předchozı́mi formulemi (4.21) až (4.24). Na uzavřeném konci použijeme
váhy z prvnı́ sady, na otevřeném konci z druhé sady formulı́.

• Přı́klad polootevřené formule: kombinace (4.12) na levém konci a (4.19) dává∫ xN
x1

f(x) dx = h
[

23
12f2 + 7

12f3 + f4 + f5 + · · ·
+ fN−2 + 13

12fN−1 + 5
12fN

]
+O

(
1
N3

)
(4.26)

Ilustrace k sekvenčnı́mu vo-
lánı́ rutiny trapzd. −→
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4.2. Elementárnı́ algoritmy
Výchozı́ rovnice: rozšı́řené lichoběžnı́kové pravidlo (4.17). Důvod: pro fixnı́ funkci f(x) a
meze a a bmůžeme zdvojnásobit počet intervalů bez ztráty předchozı́ch výsledků. Nejhrubějšı́
odhad je s N = 2 ([f(a) + f(b)]/2), 1. krok vede ke zjemněnı́ zavedenı́m f(a+b2 ), 2. krok
přidává ’1/4‘ a ’3/4‘ body, atd. Proces je schematicky zachycen na předchozı́ straně.

Tato rutina počítá n-tý stupeň zjemnění rozšířeného lichob. pravidla (C) [Press et al., 1997a]
float trapzd(float (*func)(float), float a, float b, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]
SUBROUTINE trapzd(func, a, b, s, n)
IN: func, a, b, n.
OUT: (F77, F90: s).
Když je volána s n = 1, vrátí nejhrubší odhad [f(a) + f(b)]/2. Následná volání s n = 2, 3, . . . zlepšují přesnost přidáním 2n−2

vnitřních bodů.

Typické použitı́ je for(j=1;j<=m+1;j++) s=trapzd(func,a,b,j);. Lepšı́ je ale:

Rutina pro výpočet určitého integrálu lichoběžníkovým pravidlem (C) [Press et al., 1997a]
float qtrap(float (*func)(float), float a, float b)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE qtrap(func, a, b, s)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
FUNCTION qtrap(func, a, b)
IN: func, a, b, vnitřní proměnné (pro C preprocesorové konstanty) EPS=1.0e-5 a JMAX=20.
OUT: (F77: s).
DEP: qtrap←↩trapzd
Vrátí integrál funkce func od a do b. Parametr EPS se nastaví na požadovanou relativní přesnost (ne
méně než 10−6 pro single prec.), 2JMAX−1 je maximální povolený počet zjemňovacích kroků.
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Trik, jak z rozšı́řeného lichoběžnı́kového pravidla (4.17) řádu 1/N2 udělat rozšı́řené Simp-
sonovo pravidlo (4.18) řádu 1/N4: Eulerova–Maclaurinova sumačnı́ formule má tvar∫ xN

x1

f(x) dx = h

[
1
2
f1 + f2 + f3 + · · ·+ fN−1 +

1
2
fN

]
− B2h

2

2!
(f ′N − f ′1)− · · ·

− B2kh
2k

(2k)!
(f (2k−1)
N − f (2k−1)

1 )− · · · (4.27)

kde B2k jsou Bernoulliova čı́sla definovaná generujı́cı́ funkcı́

t

et − 1
=
∞∑
n=0

Bn
tn

n!
(4.28)

V (4.27) se vyskytujı́ jen sudé mocniny h, na rozdı́l od ostatnı́ch formulı́ v subsekci 4.1.3.
Vezměme výsledky dvou po sobě následujı́cı́ch volánı́ rutiny trapzd jako v typickém použitı́
na předchozı́ straně. Tı́m se počet intervalůN zdvojnásobı́ na 2N , h se změnı́ na h/2, a rutina
vrátı́ výsledky SN a S2N . Vedoucı́ (kvadratický) člen chybové expanze v (4.27) se změnı́
faktorem 1/4. V kombinaci

S ≡ 4
3S2N − 1

3SN (4.29)

se proto tento člen zrušı́! Zůstane člen řádu h4 ∼ 1/N4, stejný jako u (4.18). Snadno se ověřı́,
že (4.29) je ve skutečnosti Simpsonovo rozšı́řené pravidlo (4.18):
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− 1
3
SN = − 2

3
× h

2
× [ 1

2
f1 + f3 + f5 + · · ·+ f2N−2 + 1

2
f2N ]

4
3
S2N = 4

3
× h

2
× [ 1

2
f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + · · ·+ f2N−2 + f2N−1 + 1

2
f2N ]

S = h
2
× [ 1

3
f1 + 4

3
f2 + 2

3
f3 + 4

3
f4 + 2

3
f5 + · · ·+ 2

3
f2N−2 + 4

3
f2N−1 + 1

3
f2N ]
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− 1
3
SN = − 2

3
× h

2
× [ 1

2
f1 + f3 + f5 + · · ·+ f2N−2 + 1

2
f2N ]

4
3
S2N = 4

3
× h

2
× [ 1

2
f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + · · ·+ f2N−2 + f2N−1 + 1

2
f2N ]

S = h
2
× [ 1

3
f1 + 4

3
f2 + 2

3
f3 + 4

3
f4 + 2

3
f5 + · · ·+ 2

3
f2N−2 + 4

3
f2N−1 + 1

3
f2N ]

Rutina pro výpočet určitého integrálu Simpsonovým pravidlem (C) [Press et al., 1997a]
float qsimp(float (*func)(float), float a, float b)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE qsimp(func, a, b, s)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
FUNCTION qsimp(func, a, b)
IN: func, a, b, vnitřní proměnné (pro C preprocesorové konstanty) EPS=1.0e-6 a JMAX=20.
OUT: (F77: s).
DEP: qsimp←↩trapzd
Vrátí integrál funkce func od a do b. Parametr EPS se nastaví na požadovanou relativní přesnost (ne
méně než 10−6 pro single prec.), 2JMAX−1 je maximální povolený počet zjemňovacích kroků.

Vyzkoušejte demonstrační program pro n-té zjemnění integrace pomocí lichoběžníkového pravidla
xtrapzd z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].

Vyzkoušejte demonstrační program pro integraci pomocí rozšířeného lichoběžníkového pravidla xqtrap
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].

Vyzkoušejte demonstrační program pro integraci pomocí rozšířeného Simpsonova pravidla xqsimp
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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4.3. Rombergova kvadratura
Idea 1 Rozšı́řené Simpsonovo pravidlo (4.18) lze zı́skat z rozšı́řeného lichoběžnı́kového

pravidla (4.17) pomocı́ triku (4.29), který odstranı́ z (4.27) vedoucı́ chybový člen
O(1/N2) ∼ O(h2). Zkusme aplikovat takové zjemněnı́ (k − 1)-krát za sebou a
odstranit tak z chybové řady (4.27) členy až do, ale nezahrnujı́cı́O(1/N2k); rozšı́řené
Simpsonovo pravidlo (4.18) pak představuje speciálnı́ přı́pad k = 2.
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4.3. Rombergova kvadratura
Idea 1 Rozšı́řené Simpsonovo pravidlo (4.18) lze zı́skat z rozšı́řeného lichoběžnı́kového

pravidla (4.17) pomocı́ triku (4.29), který odstranı́ z (4.27) vedoucı́ chybový člen
O(1/N2) ∼ O(h2). Zkusme aplikovat takové zjemněnı́ (k − 1)-krát za sebou a
odstranit tak z chybové řady (4.27) členy až do, ale nezahrnujı́cı́O(1/N2k); rozšı́řené
Simpsonovo pravidlo (4.18) pak představuje speciálnı́ přı́pad k = 2.

Idea 2 Richardsonova extrapolace (Richardson’s deferred approach to the limit): provést
určitý numerický algoritmus pro různé (klesajı́cı́) hodnoty parametru h, a potom
extrapolovat výsledky pro h = 0; v tomto přı́padě provést několik postupných
zjemněnı́ intervalu (např. k = 5) a pro extrapolaci použı́t rutinu pro polynomiálnı́
extrapolaci.

Rutina pro výpočet určitého integrálu Rombergovou kvadraturou (C) [Press et al., 1997a]
float qromb(float (*func)(float), float a, float b)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE qromb(func, a, b, ss)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
FUNCTION qromb(func, a, b)
IN: func, a, b, vnitřní proměnné (pro C preprocesor. konstanty) EPS=1.0e-6, JMAX=20, K=5.
OUT: (F77: ss).
DEP: qromb←↩trapzd, polint
Vrátí integrál funkce func od a do b. Parametr EPS se nastaví na požadovanou relativní přesnost (ne
méně než 10−6 pro single prec.), 2JMAX−1 je max. povolený počet zjemňovacích kroků, K je počet bodů
použitých pro Richardsonovu extrapolaci. Velmi výkonná pro dostatečně hladké funkce.
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4.4. Nevlastnı́ integrály

Integrál nazveme nevlastnı́m, vyskytne-li se v něm jakákoliv z těchto ’patologiı́‘:

1. limx→a+ f(x) nebo limx→b− f(x) majı́ konečné hodnoty, ale f(a) nebo f(b)
nelze vyčı́slit, např. f(x) = sinx/x v bodě x = 0.

2. b =∞ nebo a = −∞.
3. Na některé mezi se vyskytne integrabilnı́ singularita, např. 1/

√
x pro a = 0.

4. Na známém mı́stě a < c < b se vyskytne integrabilnı́ singularita.
5. Na neznámém mı́stě v intervalu (a, b) se vyskytne integrabilnı́ singularita.
Integrály typu

R∞
1 x−1 dx = ∞ nebo

R∞
−∞ cosxdx nemajı́ pro numerické počı́tánı́ smysl a nebudeme se jimi

zabývat.

Roli ’tažného koně‘ hraje v přı́padě nevlastnı́ch integrálů mı́sto rozšı́řeného lichoběž-
nı́kového pravidla (4.17) rozšı́řená středová formule (4.25), nebot’pro ni platı́ analo-
gie (4.27), druhá Eulerova–Maclaurinova sumačnı́ formule:Z xN

x1

f(x) dx = h
ˆ
f3/2 + f5/2 + f7/3 + · · ·+ fN−3/2 + fN−1/2

˜
+

B2h2

4
(f ′N − f

′
1) +

B2kh
2k

(2k)!
(1− 2−2k+1)(f

(2k−1)
N − f (2k−1)

1 ) + · · · (4.30)

Dokažte (4.30) přepsánı́m (4.27) pro h a h/2 a odečtenı́m 2× druhá minus prvnı́.
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Na rozdı́l od sekvenčnı́ho volánı́
rutiny trapzd se zdvojnásobová-
nı́m počtu kroků, v tomto přı́padě
se počet kroků ztrojnásobuje. −→

Tato rutina počítá n-tý stupeň zjemnění rozšířeného středového pravidla (C) [Press et al., 1997a]
float midpnt(float (*func)(float), float a, float b, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]
SUBROUTINE midpnt(func, a, b, s, n)
IN: func, a, b, n.
OUT: (F77, F90: s).
Když je volána s n = 1, vrátí nejhrubší odhad f((a + b)/2). Následná volání s n = 2, 3, . . . zlepšují
přesnost přidáním (2/3)× 3n−1 vnitřních bodů. Mezi voláními nesmí být s modifikováno.

Rutina midpnt řešı́ ’patologii č. 1‘ a můžeme jı́ okamžitě nahradit rutinu trapzd
v rutinách qtrap a qsimp s tı́m, že v nich kromě toho

• snı́žı́me parametr JMAX tak, aby 3JMAX−1 (ztrojnásobovánı́) nebyl přı́liš většı́
než 2JMAX−1, tj. JMAX = 14,

• u rutiny qsimp nahradı́me ze stejného důvodu výraz s=(4.0*st-ost)/3.0
výrazem s=(9.0*st-ost)/8.0.

Modifikujte ’ručně‘ obě rutiny a přejmenujte je např. na qtrao a qsimo. Podobně v tomto smyslu modifikujte
rutinu qromb na rutinu qromo.
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Rutina pro Rombergovu kvadraturu na otevřeném intervalu (C) [Press et al., 1997a]
float qromo(float (*func)(float), float a, float b,

float (*choose)(float (*)(float), float, float, int))
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE qromo(func, a, b, ss, choose)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
FUNCTION qromo(func, a, b, choose)
IN: func, choose, a, b, vnitřní proměnné (pro C preproc. konst.) EPS=1.0e-6, JMAX=14, K=5.
OUT: (F77: ss).
DEP: qromo←↩polint, choose = midpnt, midinf, midsql, midsqu, midexp (viz dále).
Vrátí integrál funkce func od a do b s použitím specifické rutiny choose. Parametr EPS se nastaví na požadovanou relativní přesnost (ne
méně než 10−6 pro single prec.), 2JMAX−1 je max. povolený počet zjemňovacích kroků, K je počet bodů použitých pro Richardsonovu
extrapolaci.

Typické použitı́ je answer=qromo(bessy0,0.0,2.0,midpnt);.
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Rutina pro Rombergovu kvadraturu na otevřeném intervalu (C) [Press et al., 1997a]
float qromo(float (*func)(float), float a, float b,

float (*choose)(float (*)(float), float, float, int))
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE qromo(func, a, b, ss, choose)
(Fortran 90) [Press et al., 1997c]
FUNCTION qromo(func, a, b, choose)
IN: func, choose, a, b, vnitřní proměnné (pro C preproc. konst.) EPS=1.0e-6, JMAX=14, K=5.
OUT: (F77: ss).
DEP: qromo←↩polint, choose = midpnt, midinf, midsql, midsqu, midexp (viz dále).
Vrátí integrál funkce func od a do b s použitím specifické rutiny choose. Parametr EPS se nastaví na požadovanou relativní přesnost (ne
méně než 10−6 pro single prec.), 2JMAX−1 je max. povolený počet zjemňovacích kroků, K je počet bodů použitých pro Richardsonovu
extrapolaci.

Typické použitı́ je answer=qromo(bessy0,0.0,2.0,midpnt);.

’Patologie č. 2‘: substituce x = 1/t pro f(x) klesajı́cı́ do∞ rychleji než 1/x2:∫ b
a f(x) dx =

∫ 1/a
1/b

1
t2
f
(

1
t

)
dt (4.31)

kde ab > 0 (tj. bud’b→∞ a a > 0, nebo a→ −∞ a b < 0).

Ekvivalent rutiny midpnt, ale pro
’
patologii č. 2‘ (C) [Press et al., 1997a]

float midinf(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]
SUBROUTINE midinf(funk, aa, bb, s, n)
IN: funk, aa, bb, n.
OUT: (F77, F90: s).
Horní (dolní) mez bb (aa) může být ∞ (−∞), tj.

’
velmi velké číslo‘, jako ±1.0 × 1030. Musí platit

aa× bb > 0. Mezi voláními nesmí být s modifikováno.
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Potřebujeme-li např. zápornou dolnı́ mez a b =∞, použijeme
answer=qromo(funk,-5.0,2.0,midpnt)+qromo(funk,2.0,1.0e30,midinf)
kde ’dělicı́ bod‘ položı́me do dostatečně velké kladné hodnoty, v nı́ž funk začı́ná asymptotický
pokles k∞.
Jiným přı́kladem ’patologie č. 2‘ implementovaným v následujı́cı́ rutině je integrand klesajı́cı́
exponenciálně k∞. Substituce t = e−x (x = − ln t) dává∫ x=∞
x=a

f(x) dx =
∫ t=e−a

t=0
f(− ln t) dt

t (4.32)

Ekvivalent rutiny midpnt, ale pro
’
patologii č. 2‘ s funk exponenciálně klesající k ∞ (C) [Press et al.,

1997a]
float midexp(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]
SUBROUTINE midexp(funk, aa, bb, s, n)
IN: funk, aa, (bb nepoužito), n.
OUT: (F77, F90: s).
Horní mez bb je kvůli kompatibilitě s midpnt, nepoužije se. Mezi voláními nesmí být s modifikováno.
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Potřebujeme-li např. zápornou dolnı́ mez a b =∞, použijeme
answer=qromo(funk,-5.0,2.0,midpnt)+qromo(funk,2.0,1.0e30,midinf)
kde ’dělicı́ bod‘ položı́me do dostatečně velké kladné hodnoty, v nı́ž funk začı́ná asymptotický
pokles k∞.
Jiným přı́kladem ’patologie č. 2‘ implementovaným v následujı́cı́ rutině je integrand klesajı́cı́
exponenciálně k∞. Substituce t = e−x (x = − ln t) dává∫ x=∞
x=a

f(x) dx =
∫ t=e−a

t=0
f(− ln t) dt

t (4.32)

Ekvivalent rutiny midpnt, ale pro
’
patologii č. 2‘ s funk exponenciálně klesající k ∞ (C) [Press et al.,

1997a]
float midexp(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]
SUBROUTINE midexp(funk, aa, bb, s, n)
IN: funk, aa, (bb nepoužito), n.
OUT: (F77, F90: s).
Horní mez bb je kvůli kompatibilitě s midpnt, nepoužije se. Mezi voláními nesmí být s modifikováno.

’Patologie č. 3‘: diverguje-li f(x) u a jako (x− a)−γ , kde 0 ≤ γ < 1:∫ b
a
f(x) dx = 1

1−γ
∫ (b−a)1−γ

0
t
γ

1−γ f(t
1

1−γ + a) dt (4.33)

resp. pro singularitu v okolı́ hornı́ meze∫ b
a
f(x) dx = 1

1−γ
∫ (b−a)1−γ

0
t
γ

1−γ f(b− t
1

1−γ ) dt (4.34)

V přı́padě divergence u obou mezı́ rozdělı́me integrál na dva v některém vnitřnı́m bodě (a, b).
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Vztahy (4.33)a (4.34) majı́ jednoduchý tvar pro přı́pad γ = 1/2:∫ b
a
f(x) dx =

∫√b−a
0

2tf(a+ t2) dt (4.35)∫ b
a
f(x) dx =

∫√b−a
0

2tf(b− t2) dt (4.36)

Vztahy (4.35)a (4.36) implementujı́ rutiny

Ekvivalenty rutiny midpnt, ale pro
’
patologii č. 3‘ s funk mající na dolní (horní) mezi integrabilní

divergenci typu (x− a)−1/2 ((b− x)−1/2). (C) [Press et al., 1997a]
float midsql(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
float midsqu(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]
SUBROUTINE midsql(funk, aa, bb, s, n)
SUBROUTINE midsqu(funk, aa, bb, s, n)
IN: funk, aa, bb, n.
OUT: (F77, F90: s).
Mezi voláními nesmí být s modifikováno.

’Patologie č. 4‘: převést na č. 3 rozdělenı́m integračnı́ho intervalu bodem divergence.

Výše uvedené rutiny mid* lze s qromo aplikovat na vhodné podintervaly pokrývajı́cı́ integračnı́ interval, popřı́padě
je lze modifikovat pro konkrétnı́ potřeby (např. (4.33) a (4.34) pro γ = 1/3).

Vyzkoušejte demonstrační program pro n-té zjemnění pomocí otevřeného středobodového pravidla xmidpnt z knihovny [Press et al.,
1997a, Vetterling et al., 1993].

Vyzkoušejte demonstrační program pro uzavřenou (otevřenou) Rombergovu integraci xqromb (xqromo)
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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Úlohy ke kapitole 4
Uzavřená kvadratura
1. Uvažujte integrál

Im,n =
∫ π/2

0

sin2m−1 θ cos2n−1 θ dθ (4.37)

kde m, n jsou kladná celá čı́sla.
(a) Nakreslete graf integrandu pro m = n = 1 a pro m = 2, n = 4.
(b) Vypočtěte I1,1 a I2,4 pomocı́ rozšı́řeného lichoběžnı́kového pravidla (rutina

qtrap).
(c) Vypočtěte I1,1 a I2,4 pomocı́ rozšı́řeného Simpsonova pravidla (rutina qsimp).
(d) Vypočtěte I1,1 a I2,4 pomocı́ Rombergovy kvadratury (rutina qromb).
(e) Porovnejte zı́skané výsledky s exaktnı́mi hodnotami

I1,1 = 1
2

I2,4 = 1
40

zı́skanými z analytické formule pro integrál (4.37) (viz např. [Prudnikov et al.,
1981], str. 402, formule 26)

Im,n =
1
2
B(m,n) ≡ Γ(m)Γ(n)

2Γ(m+ n)
m,n∈N

=
(m− 1)! (n− 1)!

2(m+ n− 1)!
Pokračovánı́ na dalšı́ straně. . .
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Otevřená kvadratura

2. Uvažujte integrál

Ip =
∫ ∞

0

xp−1

1 + x
dx (4.38)

kde p ∈ (0, 1).
(a) Nakreslete graf integrandu pro p = 0.5.
(b) Modifikujte rutiny qtrap a qsimp podle návodu v textu na qtrao a qsimo,

a vypočtěte I0.5.
(c) Vypočtěte I0.5 s použitı́m rutiny qromo a přı́slušných subrutin mid*.

3. Uvažujte integrál (distribučnı́ funkce normálnı́ho rozdělenı́)

F (x) =
1√
2π σ

∫ x

−∞
exp

(
− t2

2σ2

)
dt (4.39)

(a) Vypočtěte F (x) pro x ∈ 〈−4σ, 4σ〉 s krokem 0.1σ a výsledek vykreslete do
grafu.

(b) Vypočtěte lim
x→∞

F (x) a porovnejte s exaktnı́ hodnotou 1.
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Shrnutı́ kapitoly: Naučili jste se dalšı́ ze základnı́ch úloh numerického modelovánı́:
numerické kvadratuře. Setkáte-li se s určitým integrálem, který nelze spočı́tat analyticky,
nemusı́te už střı́hat křivku integrandu z plechu jak bylo ze žertu naznačeno v mottu na
začátku kapitoly. Mı́sto toho můžete použı́t některé v této kapitole popisovaných metod.

Dalšı́ zdroje:
• Kapitola 4 v [Press et al., 1997a,Press et al., 1997b,Press et al., 1997c]. Pro jazyk

C dostupné na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/,
pro Fortran na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/.

• Úvod do Fortranu 95 a do numerických metod [Sandu, 2001]. Obsahuje Kapi-
tolu 19 o numerické kvadratuře. Dostupné online na
http://www.cs.mtu.edu/˜asandu/Courses/CS2911/fortran˙notes/main.html.

http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/
http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911/fortran_notes/main.html
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5. Fourierovská spektrálnı́ analýza

Rychlý náhled kapitoly: V této kapitole bude objasněna důležité numerická metoda –
rychlá Fourierova transformace (FFT). Ačkoli Fourierova transformace je známa relativně
dlouho, algoritmus umožňujı́cı́ jejı́ rychlou numerickou implementaci vznikl teprve v pa-
desátých létech minulého stoletı́. S nástupem počı́tačů se FFT a na nı́ založené spektrálnı́
metody staly jednı́m z nejmocnějšı́ch nástrojů matematické fyziky a analýzy signálů.

Cı́le kapitoly:
• Naučit se základům spojitých Fourierových řad a spojité Fourierovy transformace

a jejich základnám vlastnostem.
• Naučit se základům diskrétnı́ Fourierovy transformace a jejı́m základnám vlast-

nostem, Shannonovu vzorkovacı́mu teorému.
• Naučit se algoritmus FFT.
• Naučit se základnı́m aplikacı́m – filtrovánı́ signálu ve frekvenčnı́ doméně.

Klı́čová slova kapitoly: Spojitá, diskrétnı́ Fourierova řada, transformace; periodický,
neperiodický signál; Diracova δ-funkce; výkonová spektrálnı́ hustota; Parsevalův teorém;
konvoluce, korelace; Shannonův vzorkovacı́ teorém; Danielsonův–Lanczosův algoritmus;
filtrovánı́; Wienerova optimálnı́ filtrace
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvěcené
Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a lichým průběhem (s(−t) =
−s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty bn ∈ R

s(t) = b1 sin 2πft︸ ︷︷ ︸
základnı́ frekv.

(5.1)
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvěcené
Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a lichým průběhem (s(−t) =
−s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty bn ∈ R

s(t) = b1 sin 2πft︸ ︷︷ ︸
základnı́ frekv.

+ b2 sin 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

(5.1)
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvěcené
Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a lichým průběhem (s(−t) =
−s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty bn ∈ R

s(t) = b1 sin 2πft︸ ︷︷ ︸
základnı́ frekv.

+ b2 sin 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ b3 sin 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.1)
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvěcené
Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a lichým průběhem (s(−t) =
−s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty bn ∈ R

s(t) = b1 sin 2πft︸ ︷︷ ︸
základnı́ frekv.

+ b2 sin 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ b3 sin 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.1)

Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a sudým průběhem (s(−t) =
s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty an ∈ R

s(t) =
a0

2
+ a1 cos 2πft︸ ︷︷ ︸

základnı́ frekv.

(5.2)
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvěcené
Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a lichým průběhem (s(−t) =
−s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty bn ∈ R

s(t) = b1 sin 2πft︸ ︷︷ ︸
základnı́ frekv.

+ b2 sin 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ b3 sin 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.1)

Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a sudým průběhem (s(−t) =
s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty an ∈ R

s(t) =
a0

2
+ a1 cos 2πft︸ ︷︷ ︸

základnı́ frekv.

+ a2 cos 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

(5.2)
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvěcené
Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a lichým průběhem (s(−t) =
−s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty bn ∈ R

s(t) = b1 sin 2πft︸ ︷︷ ︸
základnı́ frekv.

+ b2 sin 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ b3 sin 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.1)

Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a sudým průběhem (s(−t) =
s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty an ∈ R

s(t) =
a0

2
+ a1 cos 2πft︸ ︷︷ ︸

základnı́ frekv.

+ a2 cos 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ a3 cos 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.2)
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvěcené
Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a lichým průběhem (s(−t) =
−s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty bn ∈ R

s(t) = b1 sin 2πft︸ ︷︷ ︸
základnı́ frekv.

+ b2 sin 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ b3 sin 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.1)

Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a sudým průběhem (s(−t) =
s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty an ∈ R

s(t) =
a0

2
+ a1 cos 2πft︸ ︷︷ ︸

základnı́ frekv.

+ a2 cos 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ a3 cos 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.2)

Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T lze rozložit do řady s koefi-
cienty an, bn ∈ R

s(t) =
a0

2
+
∑∞

n=1
(an cos 2πnft+ bn sin 2πnft)
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvěcené
Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a lichým průběhem (s(−t) =
−s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty bn ∈ R

s(t) = b1 sin 2πft︸ ︷︷ ︸
základnı́ frekv.

+ b2 sin 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ b3 sin 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.1)

Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T a sudým průběhem (s(−t) =
s(t)) lze rozložit do řady s koeficienty an ∈ R

s(t) =
a0

2
+ a1 cos 2πft︸ ︷︷ ︸

základnı́ frekv.

+ a2 cos 4πft︸ ︷︷ ︸
2. harmonická

+ a3 cos 6πft︸ ︷︷ ︸
3. harmonická

+ · · · (5.2)

Periodický reálný signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T lze rozložit do řady s koefi-
cienty an, bn ∈ R (resp. cn ∈ 〈0,∞), ϕn ∈ 〈−π/2, π/2〉)

s(t) =
a0

2
+
∑∞

n=1
(an cos 2πnft+ bn sin 2πnft) (5.3)

s(t) =
a0

2
+
∑∞

n=1
cn cos(2πnft− ϕn) (5.4)

Koeficienty cn (resp. ϕn) tvořı́ amplitudové (resp. fázové) spektrum signálu s(t).
Řada (5.3) resp. (5.4) se nazývá Fourierova.
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Koeficienty Fourierovy řady (5.3) se určı́ podle

an =
2
T

∫ T

0
s(t) cos 2πnftdt, bn =

2
T

∫ T

0
s(t) sin 2πnftdt (5.5)

n = 0, 1, 2, . . .. Spektrálnı́ koeficienty Fourierovy řady (5.4) se určı́ podle

cn =
√
an2 + bn2, cosϕn =

an
cn
, sinϕn =

bn
cn

(5.9)
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Koeficienty Fourierovy řady (5.3) se určı́ podle

an =
2
T

∫ T

0
s(t) cos 2πnftdt, bn =

2
T

∫ T

0
s(t) sin 2πnftdt (5.5)

n = 0, 1, 2, . . .. Spektrálnı́ koeficienty Fourierovy řady (5.4) se určı́ podle

cn =
√
an2 + bn2, cosϕn =

an
cn
, sinϕn =

bn
cn

(5.6)

Periodický komplexnı́ signál s(t) na R s frekvencı́ f = 1/T lze rozložit do řady
s koeficienty ŝn ∈ C

s(t) =
∑∞

n=−∞
ŝn e−2πinft (5.7)

ŝn =
1
T

∫ T

0
s(t) e2πinft dt (5.8)

n = 0,±1,±2, . . .. Analogicky spektrálnı́ koeficienty jsou

cn = |ŝn|, cosϕn =
<ŝn
cn

, sinϕn =
=ŝn
cn

(5.9)
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Ilustrace – Fourierův rozklad obdélnı́kového signálu:

Mějme signál o frekvenci f = 110 Hz (perioda T = 9.09091 ms) s lichým obdél-
nı́kovým průběhem a amplitudou A = π/4 ≈ 0.785398. Takový signál lze rozložit
do sinové Fourierovy řady (5.1) s koeficienty b1 = 1, b3 = 1/3, b5 = 1/5, . . . (sudé
nulové). Pro poslech signálu klikni na jeho graf.
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Pilový signál: frekvence stejná jako u předchozı́ ilustrace, ale lichý pilový průběh a amplitudaA = π/2 ≈ 1.570796.
Nynı́ b1 = 1, b2 = −1/2, b3 = 1/3, b4 = −1/4,b5 = 1/5, . . .. Pro poslech signálu klikni na jeho graf.
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− 1
14× -A

-1
0
1
A

0 2 4 6 8 10 12 14 time [ms] 18
-A
-1
0
1
A

0 2 4 6 8 10 12 14 time [ms] 18
14. harmonická
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Amplitudové spektrum Fázové spektrum
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Spektrum obsahuje kompletnı́ informaci o signálu s(t), jež může být ze spektra
zrekonstruována podle vztahů (5.3), (5.4) nebo (5.7).



137/263 Základy počı́tačové fyziky
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Amplitudové spektrum Fázové spektrum
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Spektrum obsahuje kompletnı́ informaci o signálu s(t), jež může být ze spektra
zrekonstruována podle vztahů (5.3), (5.4) nebo (5.7).
Neperiodický signál s(t) na R lze chápat jako limitnı́ přı́pad periodického signálu
s periodou T → ∞. Potom f → 0, čáry spekter se k sobě přibližujı́ a diskrétnı́
spektrum přecházı́ na spojité. Vztahy (5.8) a (5.7) přecházejı́ na přı́mou a inverznı́
Fourierovu transformaci dané vztahem (5.21).
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Amplitudové spektrum Fázové spektrum
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Spektrum obsahuje kompletnı́ informaci o signálu s(t), jež může být ze spektra
zrekonstruována podle vztahů (5.3), (5.4) nebo (5.7).
Neperiodický signál s(t) na R lze chápat jako limitnı́ přı́pad periodického signálu
s periodou T → ∞. Potom f → 0, čáry spekter se k sobě přibližujı́ a diskrétnı́
spektrum přecházı́ na spojité. Vztahy (5.8) a (5.7) přecházejı́ na přı́mou a inverznı́
Fourierovu transformaci dané vztahem (5.21).

Jak vypadajı́ spektra harmonických složek a parciálnı́ch součtů obdélnı́ku a pily?
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Jsou spektra obou uvedených signálů skutečně striktně diskrétnı́ (čárová)?
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Jsou spektra obou uvedených signálů skutečně striktně diskrétnı́ (čárová)?

Nikoliv! Striktně diskrétnı́ spektrum by měl pouze nekonečně dlouho trvajı́cı́ signál,
periodický na celém R. Skutečný signál je konečný v čase, a mimo dobu trvánı́ může
být dodefinován nulou, takže ve skutečnosti nenı́ periodický na R, a jeho spektrum
dané Fourierovou transformacı́ (5.21) je spojité.

Spektrum dostatečně dlouho trvajı́cı́ho signálu – signálu, jehož trvánı́ ∆t je mnoho-
násobkem jeho ’periody‘ T = 1/f (tj. f∆t� 1) – je však blı́zké diskrétnı́mu.

Budeme-li dobu trvánı́ signálu ∆t zkracovat, budou se úzké pı́ky spektra čı́m dál vı́c
rozšiřovat a odlišovat od diskrétnı́ho spektra.

V extrémnı́m přı́padě, kdy signál obsahuje jen několik málo ’period‘ T = 1/f , rozšı́řı́
se původně úzké pı́ky spektra natolik, že jsou výrazně zastoupeny i frekvence ležı́cı́
mezi pı́ky – spektrum se rozmaže. Dá se ukázat že ’neurčitost frekvence‘ ∆f je
spojena s trvánı́m signálu ∆t vztahem

∆f∆t ≈ 1 (5.10)

nazývaným relacı́ neurčitosti. Tento fundamentálnı́ výsledek ilustrujı́ na přı́kladu
pilovitého signálu následujı́cı́ obrázky. (Srovnej je s diskrétnı́m spektrem.)
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0

1/8

1/4
1/3

1/2

1

0 f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f

∆f

Amplitudové spektrum původnı́ho pilovitého signálu s délkou trvánı́
∆t = 2.97215 s (počet samplů 65536=216) a obsahujı́cı́ho cca
327 period. Neurčitost frekvence ∆f ≈ 0.34 Hz je nepatrná.
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∆f

Amplitudové spektrum původnı́ho pilovitého signálu s délkou trvánı́
∆t = 2.97215 s (počet samplů 65536=216) a obsahujı́cı́ho cca
327 period. Neurčitost frekvence ∆f ≈ 0.34 Hz je nepatrná.
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∆f

Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

92.88 ms (počet samplů 2048=211) a obsahujı́cı́ho cca 10 period. Ne-
určitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 11 Hz.
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Amplitudové spektrum původnı́ho pilovitého signálu s délkou trvánı́
∆t = 2.97215 s (počet samplů 65536=216) a obsahujı́cı́ho cca
327 period. Neurčitost frekvence ∆f ≈ 0.34 Hz je nepatrná.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

92.88 ms (počet samplů 2048=211) a obsahujı́cı́ho cca 10 period. Ne-
určitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 11 Hz.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

46.44 ms (počet samplů 1024=210) a obsahujı́cı́ho cca 5 period. Neu-
rčitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 22 Hz, pı́ky se rozšiřujı́.
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Amplitudové spektrum původnı́ho pilovitého signálu s délkou trvánı́
∆t = 2.97215 s (počet samplů 65536=216) a obsahujı́cı́ho cca
327 period. Neurčitost frekvence ∆f ≈ 0.34 Hz je nepatrná.

0

1/8

1/4
1/3

1/2

1

0 f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f

∆f

Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

92.88 ms (počet samplů 2048=211) a obsahujı́cı́ho cca 10 period. Ne-
určitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 11 Hz.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

46.44 ms (počet samplů 1024=210) a obsahujı́cı́ho cca 5 period. Neu-
rčitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 22 Hz, pı́ky se rozšiřujı́.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

23.22 ms (počet samplů 512=29) a obsahujı́cı́ho necelé 3 periody. Ne-
určitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 43 Hz – srovnatelná se základnı́
frekvencı́.
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0

1/8

1/4
1/3

1/2

1

0 f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f

∆f

Amplitudové spektrum původnı́ho pilovitého signálu s délkou trvánı́
∆t = 2.97215 s (počet samplů 65536=216) a obsahujı́cı́ho cca
327 period. Neurčitost frekvence ∆f ≈ 0.34 Hz je nepatrná.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

92.88 ms (počet samplů 2048=211) a obsahujı́cı́ho cca 10 period. Ne-
určitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 11 Hz.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

46.44 ms (počet samplů 1024=210) a obsahujı́cı́ho cca 5 period. Neu-
rčitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 22 Hz, pı́ky se rozšiřujı́.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

23.22 ms (počet samplů 512=29) a obsahujı́cı́ho necelé 3 periody. Ne-
určitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 43 Hz – srovnatelná se základnı́
frekvencı́.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

11.61 ms (256=28 samplů) obsahujı́cı́ho zhruba jednu a čtvrt peri-
ody. Neurčitost frekvence ∆f ≈ 86 Hz ∼ f = 110 Hz potlačuje
rozlišitelnost pı́ků.
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∆t = 2.97215 s (počet samplů 65536=216) a obsahujı́cı́ho cca
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =
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určitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 11 Hz.
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rčitost frekvence vzrůstá na ∆f ≈ 22 Hz, pı́ky se rozšiřujı́.
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Amplitudové spektrum pilovitého signálu zkráceného na ∆t =

5.805 ms (počet samplů 128=27) a obsahujı́cı́ho něco přes půl peri-
ody. Neurčitost frekvence ∆f ≈ 172 Hz > f = 110 Hz zcela
smazává periodicitu.
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5.1.1. Diracova δ-funkce

Motivace: jednorozměrný pohyb bodové hmotym řı́dı́cı́ se II. Newtonovým zákonem
m dv/dt = F (t), na počátku v klidu, působenı́ sı́ly omezeno na konečný časový
interval délky τ :

t

F

I

−τ/2 τ/2rychlost 0 rychlost vf

Po odezněnı́ silového impulsu (t ≥ τ/2) má hmota rychlost

vf =
1
m

∫ τ/2

−τ/2
F (t) dt =

1
m

∫ ∞
−∞

F (t) dt︸ ︷︷ ︸
I ≡ impuls sı́ly

=
1
m
I (5.11)
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Zkracujeme dobu působenı́ τ , zvětšujeme F tak, aby celkový impuls I (plocha pod
grafem F (t)) zůstal stejný. Rychlost vf zůstane podle (5.11) stejná:

t

F

I

−τ/2 τ/2rychlost 0 rychlost vf

t

F

I

−τ/2 τ/2rychlost 0 rychlost vf
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Limitnı́ přı́pad: sı́la působı́cı́ po nekonečně krátkou dobu v čase t = 0, ale je ’ne-
konečně veliká‘ tak, aby integrál

∫∞
−∞ F (t) dt = I, čı́mž částice opět zı́ská rychlost

vf = I/m:

δ(t) =

{
0 pro t 6= 0 ,
∞ pro t = 0

tak, že
∫ ∞
−∞

δ(t) dt = 1 (5.12)

Idealizovaný, nekonečně krátkou dobu působı́cı́ silový impuls, který udělı́ částici
rychlost vf , lze psát jako F (t) = Iδ(t).
Korektnı́ definice δ-funkce: teorie distribucı́ (např. [Schwartz, 1972, Kap. II]).
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Limitnı́ přı́pad: sı́la působı́cı́ po nekonečně krátkou dobu v čase t = 0, ale je ’ne-
konečně veliká‘ tak, aby integrál

∫∞
−∞ F (t) dt = I, čı́mž částice opět zı́ská rychlost

vf = I/m:

δ(t) =

{
0 pro t 6= 0 ,
∞ pro t = 0

tak, že
∫ ∞
−∞

δ(t) dt = 1 (5.12)

Idealizovaný, nekonečně krátkou dobu působı́cı́ silový impuls, který udělı́ částici
rychlost vf , lze psát jako F (t) = Iδ(t).
Korektnı́ definice δ-funkce: teorie distribucı́ (např. [Schwartz, 1972, Kap. II]).
Některé vlastnosti δ-funkce:

δ(−t) = δ(t) (sudá funkce) (5.13)

δ(at) =
1
|a|

δ(t) a 6= 0 (škálovánı́ času) (5.14)

δ(ϕ(t)) =
∑
i

1
|ϕ′(ti)|

δ(t− ti), ti jsou kořeny ϕ(t) = 0 (5.15)

Dokažte vztahy (5.13), (5.14), (5.15). U prvnı́ch dvou zvolte vhodnou substituci, u třetı́ho si uvědomte, kde a pod
jakým úhlem protı́ná graf funkce ϕ(t) osu t.
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∫ ∞
−∞

f(t)δ(t) dt = f(0),
∫ ∞
−∞

f(t)δ(t− t0) dt = f(t0) (5.16)

t

s

f (t)

t0

f (t0)

δ(t − t0)
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∫ ∞
−∞

f(t)δ(t) dt = f(0),
∫ ∞
−∞

f(t)δ(t− t0) dt = f(t0) (5.16)

t

s

f (t)

t0

f (t0)

δ(t − t0)

Jednotkový skok (Heavisideova funkce): η(t) ≡
∫ t

−∞
δ(t′) dt′

t

η
1
s
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Jiná motivace: jak zapsat hustotu bodové hmoty m umı́stěné v bodě s polohovým
vektorem r0 = (x0, y0, z0)?
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Jiná motivace: jak zapsat hustotu bodové hmoty m umı́stěné v bodě s polohovým
vektorem r0 = (x0, y0, z0)?

ρ(r) = mδ(r − r0), kde δ(r) ≡ δ(x)δ(y)δ(z)

Celková hmota je∫
Ω
ρ(r) dV = m

∫
Ω
δ(r − r0) dV = m

pokud r0 ∈ Ω, a nulová, pokud r0 /∈ Ω.

x

y

z

Er0
Ω

m

x

y

z
Er0

Ω

m
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V diskrétnı́ch aplikacı́ch má vlastnosti analogické Diracově δ-funkci Kroneckerova
δ definovaná pro celočı́selné indexy i, k ∈ Z zcela regulárně jako

δik =

{
0 pro i 6= k ,

1 pro i = k .
(5.17)

Vztahy (5.12) a (5.16) majı́ diskrétnı́ ekvivalent∑∞
k=−∞ δik = 1 , (5.18)∑∞
k=−∞ δikfk = fi . (5.19)

Diskrétnı́ analogie Heavisideovy funkce je

ηi =
∑i

k=−∞ δik =

{
0 pro i < 0 ,
1 pro i ≥ 0 .

(5.20)

Vztahy (5.18) a (5.19) se opět dajı́ zobecnit v tom smyslu, že sumačnı́ množinu rovnou
všem celým čı́slům nahradı́me libovolným intervalem celých čı́sel, přičemž (5.18)
resp. (5.19) platı́, patřı́-li 0 resp. i do sumačnı́ho intervalu, jinak je hodnota pravých
stran (5.18) a (5.19) nulová.
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5.2. Spojitá Fourierova transformace

Fyzikálnı́ procesy a signály:

• v časové doméně, obecně komplexnı́ funkce (signál) s(t) (t může reprezen-
tovat i jinou než časovou souřadnici, typicky délkovou, přı́p. také dvě nebo
vı́ce proměnných, opět typicky délkové – obraz).

• ve frekvenčnı́ doméně, obecně komplexnı́ signál ŝ(f)

Funkce s(t) a ŝ(f) jsou jen různé reprezentace (obrazy) téhož signálu. Jsou vázány
přı́mou Fourierovou transformacı́ (tvořı́ transformačnı́ pár):

ŝ(f)︸︷︷︸
fr. dom.

=
∫ ∞
−∞

s(t)︸︷︷︸
čas. dom.

e2πift dt
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5.2. Spojitá Fourierova transformace

Fyzikálnı́ procesy a signály:

• v časové doméně, obecně komplexnı́ funkce (signál) s(t) (t může reprezen-
tovat i jinou než časovou souřadnici, typicky délkovou, přı́p. také dvě nebo
vı́ce proměnných, opět typicky délkové – obraz).

• ve frekvenčnı́ doméně, obecně komplexnı́ signál ŝ(f)

Funkce s(t) a ŝ(f) jsou jen různé reprezentace (obrazy) téhož signálu. Jsou vázány
přı́mou a inverznı́ Fourierovou transformacı́ (tvořı́ transformačnı́ pár):

ŝ(f)︸︷︷︸
fr. dom.

=
∫ ∞
−∞

s(t)︸︷︷︸
čas. dom.

e2πift dt FT⇐⇒ s(t)︸︷︷︸
čas. dom.

=
∫ ∞
−∞

ŝ(f)︸︷︷︸
fr. dom.

e−2πift df
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5.2. Spojitá Fourierova transformace

Fyzikálnı́ procesy a signály:

• v časové doméně, obecně komplexnı́ funkce (signál) s(t) (t může reprezen-
tovat i jinou než časovou souřadnici, typicky délkovou, přı́p. také dvě nebo
vı́ce proměnných, opět typicky délkové – obraz).

• ve frekvenčnı́ doméně, obecně komplexnı́ signál ŝ(f)

Funkce s(t) a ŝ(f) jsou jen různé reprezentace (obrazy) téhož signálu. Jsou vázány
přı́mou a inverznı́ Fourierovou transformacı́ (tvořı́ transformačnı́ pár):

ŝ(f)︸︷︷︸
fr. dom.

=
∫ ∞
−∞

s(t)︸︷︷︸
čas. dom.

e2πift dt FT⇐⇒ s(t)︸︷︷︸
čas. dom.

=
∫ ∞
−∞

ŝ(f)︸︷︷︸
fr. dom.

e−2πift df (5.21)

Fourierův obraz ŝ(f): váhová funkce, součin ŝ(f) df udává, jak mnoho ’vlnek‘
e−2πift obsahuje signál s(t) ve frekvenčnı́m intervalu 〈f, f + df〉.
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Ekvivalentnı́ přetlumočenı́ do složek:

Snadno se lze přesvědčit, že pro reálnou a imaginárnı́ část signálu s(t) platı́

<s(t) =
∫ ∞
−∞

S(f) cos[2πft− α(f)] df (5.22)

=s(t) = −
∫ ∞
−∞

S(f) sin[2πft− α(f)] df (5.23)

kde reálné funkce S(f) a α(f) jsou dány vztahy

S(f) ≡ |ŝ(f)|, cosα(f) =
<ŝ(f)
S(f)

, sinα(f) =
=ŝ(f)
S(f)

(5.24)

Jinými slovy, reálná (imaginárnı́) složka signálu je ’poskládána‘ z kosinových (sino-
vých) vlnek s toutéž reálnou frekvenčně závislou váhovou funkcı́ (amplitudou) S(f)
a tı́mtéž frekvenčně závislým fázovým posuvem α(f).

Přesvědčete se o platnosti (5.22) a (5.23).

Někdy se mı́sto frekvence f použı́vá kruhová frekvence ω ≡ 2πf . Jak se změnı́ definice
(5.21) a vztahy (5.22), (5.23)?
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Poznámka k záporným frekvencı́m: Na vzorcı́ch (5.21), (5.22) nebo (5.23) možná zarážı́, že
frekvence f v nich probı́há všechny reálné hodnoty, ačkoliv fyzikálnı́ význam majı́ pouze
nezáporné frekvence f ≥ 0.

Pomocı́ symetriı́ Fourierovy transformace se lze snadno přesvědčit, že pro reálný signál s(t)
lze vztah (5.22) přepsat do ekvivalentnı́ho tvaru

s(t) =
∫ ∞

0

2S(f) cos[2πft− α(f)] df (5.25)

v němž frekvence procházı́ jen nezáporné hodnoty, s nimiž bychom proto pro reálné sig-
nály vystačili i v matematickém formalismu. Symetrický integračnı́ obor ve vzorcı́ch (5.21),
(5.22) a (5.23) je v přı́padě reálných signálů čistě formálnı́ a protože usnadňuje matematické
manipulace, budeme se této konvence přidržovat a mı́t na paměti, že fyzikálně f ≥ 0.
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Poznámka k záporným frekvencı́m: Na vzorcı́ch (5.21), (5.22) nebo (5.23) možná zarážı́, že
frekvence f v nich probı́há všechny reálné hodnoty, ačkoliv fyzikálnı́ význam majı́ pouze
nezáporné frekvence f ≥ 0.

Pomocı́ symetriı́ Fourierovy transformace se lze snadno přesvědčit, že pro reálný signál s(t)
lze vztah (5.22) přepsat do ekvivalentnı́ho tvaru

s(t) =
∫ ∞

0

2S(f) cos[2πft− α(f)] df (5.25)

v němž frekvence procházı́ jen nezáporné hodnoty, s nimiž bychom proto pro reálné sig-
nály vystačili i v matematickém formalismu. Symetrický integračnı́ obor ve vzorcı́ch (5.21),
(5.22) a (5.23) je v přı́padě reálných signálů čistě formálnı́ a protože usnadňuje matematické
manipulace, budeme se této konvence přidržovat a mı́t na paměti, že fyzikálně f ≥ 0.

Poznámka k výpočtu fáze: Někdy se pro
výpočet fáze α(f) mı́sto korektnı́ch vztahů
(5.24) uvádı́ nesprávně zjednodušený vztah
α(f) = arctg[=ŝ(f)/<ŝ(f)]. Zaměnı́me-li
v něm ŝ(f) → ŝ(f)∗, dostaneme správně
α(f) → −α(f). Avšak při záměně ŝ(f) →
−ŝ(f)∗ dává tento vztah nesprávně α(f)→
−α(f); ve skutečnosti má být α(f) → π −
α(f). Situaci ilustruje obrázek vpravo.

<

= S

S∗

−S∗

α

−α

π − α

−S

π + α
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Fourierovým spektrem signálu s(t) nazýváme:
• Bud’komplexnı́ funkci frekvence ŝ(f) definovanou (5.21), f ∈ R;
• nebo jejı́ modul S(f) ≡ |ŝ(f)| (amplitudové spektrum) a fázový posun α(f)

(fázové spektrum) definované (5.24), f ∈ R.
Obě tyto alternativy nesou úplnou informaci o signálu s(t).
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Fourierovým spektrem signálu s(t) nazýváme:
• Bud’komplexnı́ funkci frekvence ŝ(f) definovanou (5.21), f ∈ R;
• nebo jejı́ modul S(f) ≡ |ŝ(f)| (amplitudové spektrum) a fázový posun α(f)

(fázové spektrum) definované (5.24), f ∈ R.
Obě tyto alternativy nesou úplnou informaci o signálu s(t).

V některých aplikacı́ch nás zajı́má hlavně modul S(f) nebo jeho kvadrát

P (f) ≡ S(f)2, f ∈ R (5.26)

nazývaný oboustranná výkonová spektrálnı́ hustota (two-sided power spectral den-
sity). Častěji se použı́vá jednostranná výkonová spektrálnı́ hustota (one-sided power
spectral density)

PSD(f) ≡ S(f)2 + S(−f)2, f ≥ 0 (5.27)

Pokud nebude řečeno jinak, budeme použı́vat jednostrannou výkonovou spektrálnı́
hustotu PSD(f). Dı́ky symetriı́m FT pro reálné signály lze ve všech spektrech omezit
na f ≥ 0, a platı́ PSD(f) = 2S(f)2.

Výraz PSD(f)df udává, ’jak mnoho výkonu‘ signálu je lokalizováno do frekvenč-
nı́ho intervalu 〈f, f + df〉.
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5.2.1. Základnı́ vlastnosti FT

V následujı́cı́m textu budeme transformačnı́ pár mezi signálem v časové doméně s(t)
a frekvenčnı́ doméně ŝ(f) označovat s(t) FT⇐⇒ ŝ(f).

Linearita Je-li s1(t) FT⇐⇒ ŝ1(f), s2(t) FT⇐⇒ ŝ2(f), pak

c1s1(t) + c2s2(t) FT⇐⇒ c1ŝ1(f) + c2ŝ2(f) (5.28)

pro libovolné konstanty c1, c2 ∈ C. Důkaz: plyne z linearity (5.21). Linearita
je důležitou vlastnostı́ Fourierovy transformace.
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5.2.1. Základnı́ vlastnosti FT

V následujı́cı́m textu budeme transformačnı́ pár mezi signálem v časové doméně s(t)
a frekvenčnı́ doméně ŝ(f) označovat s(t) FT⇐⇒ ŝ(f).

Linearita Je-li s1(t) FT⇐⇒ ŝ1(f), s2(t) FT⇐⇒ ŝ2(f), pak

c1s1(t) + c2s2(t) FT⇐⇒ c1ŝ1(f) + c2ŝ2(f) (5.28)

pro libovolné konstanty c1, c2 ∈ C. Důkaz: plyne z linearity (5.21). Linearita
je důležitou vlastnostı́ Fourierovy transformace.

Změna měřı́tka času (time scaling)

s(at) FT⇐⇒ |a|−1ŝ(f/a), a 6= 0 (5.29)

Důkaz: substitucı́ at = t′ v (5.21). Formule (5.29) řı́ká, že dojde-li ke ”zhu-
štěnı́“ signálu (a > 1), jeho spektrum se roztáhne koeficientem a−1 (všechny
frekvence se vynásobı́ koeficientem a−1 < 1), přičemž se stejným koeficien-
tem snı́žı́, a obráceně (viz obrázek 1).
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Změna měřı́tka frekvence (frequency scaling)

ŝ(af) FT⇐⇒ |a|−1s(t/a), a 6= 0 (5.30)

Důkaz: analogicky jako (5.29). Interpretace formule (5.30) je analogická jako
formule (5.29) pro změnu měřı́tka času (viz obrázek 1).

Dokažte vlastnosti (5.28), (5.29) a (5.30).
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Změna měřı́tka frekvence (frequency scaling)

ŝ(af) FT⇐⇒ |a|−1s(t/a), a 6= 0 (5.30)

Důkaz: analogicky jako (5.29). Interpretace formule (5.30) je analogická jako
formule (5.29) pro změnu měřı́tka času (viz obrázek 1).

Dokažte vlastnosti (5.28), (5.29) a (5.30).

Posun v čase (time shifting)

s(t− t0) FT⇐⇒ ŝ(f)e2πift0 (5.31)

Důkaz: substitucı́ t − t0 = t′ v (5.21). Formule (5.31) řı́ká, že při posunutı́
signálu o t0 doprava se spektrum vynásobı́ komplexnı́ jednotkou e2πift0 , takže
modul S(f) = |ŝ(f)| zůstává nezměněn. Posun v čase ilustruje obrázek 3.
Důsledkem (5.31) a linearity (5.28) je vztah

1
2 [s(t− t0) + s(t+ t0)] FT⇐⇒ ŝ(f) cos(2πft0) (5.32)

použitý při konstrukci obrázku 2.
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Posun ve frekvenci (modulačnı́ věta, frequency shifting)

ŝ(f − f0) FT⇐⇒ s(t)e−2πif0t (5.33)

Důkaz: substitucı́ f − f0 = f ′ v (5.21). Při frekvenčnı́m posunu Fourie-
rova obrazu ŝ(f) zůstává modul signálu |s(t)| nezměněn. Důsledkem (5.33)
a linearity (5.28) je vztah

1
2 [ŝ(f − f0) + ŝ(f + f0)] FT⇐⇒ s(t) cos(2πf0t) . (5.34)

Je-li tedy s(t) = 1, máme pro Fourierův obraz kosinu sudý pár ”polovičnı́ch“
δ-funkcı́ (viz obrázek 2).
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Posun ve frekvenci (modulačnı́ věta, frequency shifting)

ŝ(f − f0) FT⇐⇒ s(t)e−2πif0t (5.33)

Důkaz: substitucı́ f − f0 = f ′ v (5.21). Při frekvenčnı́m posunu Fourie-
rova obrazu ŝ(f) zůstává modul signálu |s(t)| nezměněn. Důsledkem (5.33)
a linearity (5.28) je vztah

1
2 [ŝ(f − f0) + ŝ(f + f0)] FT⇐⇒ s(t) cos(2πf0t) . (5.34)

Je-li tedy s(t) = 1, máme pro Fourierův obraz kosinu sudý pár ”polovičnı́ch“
δ-funkcı́ (viz obrázek 2).

Dualita Fourierovy transformace Aplikujeme-li na signál s(t) formálně FT (levá
část 5.21) dvakrát po sobě, dostaneme s(−t).
Důkaz: plyne ihned z (5.21).

Dokažte vlastnosti (5.31), (5.33) a dualitu.
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(. . . dokončenı́ z předchozı́ strany)
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Obrázek 1: Ilustrace změny měřı́tka času a frekvence. V levém sloupci je časový průběh signálu (časová
doména), v pravém sloupci jeho Fourierův obraz (frekvenčnı́ doména). Čtyři hornı́ páry obsahujı́ reálný sudý
obdélnı́kový signál, jehož součin Aτ amplitudy A a délky trvánı́ τ je konstantnı́. Fourierův obraz je podle tabulky
na str. 160 také reálný a sudý a je roven ŝ(f) = Aτ sinc(πτf) (definice sinc viz (5.44)) o maximu rovném Aτ . Při

”roztaženı́“ v časové doméně se Fourierův obraz ”stlačuje“ a naopak; v limitě, kdy signál v časové doméně přejde na
δ-funkci, bude jeho Fourierův obraz konstantnı́ funkcı́ (viz prvnı́ pár). Výjimkou je poslednı́ pár, kdy nenı́ zachována
konstantnost Aτ , mı́sto toho A = 1 a τ →∞. Fourierovým obrazem konstantnı́ho signálu je δ-funkce.
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Obrázek 2: Ilustrace posunu v čase. V levém sloupci je časový průběh signálu (časová doména), v pravém
sloupci jeho Fourierův obraz (frekvenčnı́ doména). Čtyři hornı́ páry ukazujı́ ”rozštěpenı́“ δ-funkce na sudý pár

”polovičnı́ch“ δ-funkcı́ s postupně vzrůstajı́cı́ odlehlostı́ 2t0, čemuž podle formule (5.32) odpovı́dá Fourierův obraz
ŝ(f) cos(2πft0) s postupně vzrůstajı́cı́ ”frekvencı́“ t0. V poslednı́m řádku je obdélnı́kový impuls z druhého řádku
obrázku 1 ”rozštěpený“ na sudý pár ”polovičnı́ch“ impulsů, čemuž podle formule (5.32) odpovı́dá Fourierův obraz
původnı́ho impulsu (obalová křivka) násobený faktorem ŝ(f) cos(2πft0).
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Limitnı́ vlastnosti Je-li signál s(t) absolutně integrovatelný na celém R∫ ∞
−∞
|s(t)|dt <∞ (5.35)

potom

lim
f→±∞

ŝ(f) = 0, resp. lim
f→±∞

S(f) = 0 (5.36)

Tuto vlastnost budeme v dalšı́m předpokládat. Důkaz viz např. [Rektorys,
1995]. Triviálnı́ důsledek (5.35): také lim

t→±∞
s(t) = 0.
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Limitnı́ vlastnosti Je-li signál s(t) absolutně integrovatelný na celém R∫ ∞
−∞
|s(t)|dt <∞ (5.35)

potom

lim
f→±∞

ŝ(f) = 0, resp. lim
f→±∞

S(f) = 0 (5.36)

Tuto vlastnost budeme v dalšı́m předpokládat. Důkaz viz např. [Rektorys,
1995]. Triviálnı́ důsledek (5.35): také lim

t→±∞
s(t) = 0.

Signál, jehož spektrum splňuje ŝ(f) = 0 (S(f) = 0) pro ∀f > fc, se nazývá
signál s omezenou šı́řkou pásma (bandwidth limited). Takový signál zjevně
splňuje (5.36) a má zásadnı́ význam pro vzorkovánı́.

f

S( f )

fmax− fmax
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Derivace originálu

d
dt
s(t) FT⇐⇒ −2πifŝ(f) (5.37)

Důkaz: integracı́ per partes s využitı́m důsledku absolutnı́ integrovatelnosti
s(t)∫ ∞
−∞
|s(t)|dt <∞ (5.38)

Derivace obrazu

2πits(t) FT⇐⇒ dŝ(f)
dt

(5.39)

Důkaz: integracı́ per partes s využitı́m limitnı́ vlastnosti obrazu při absolutnı́
integrovatelnosti s(t).

Ověřte vlastnosti (5.37), (5.39).
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Integrace originálu Je-li σ(t) primitivnı́ funkce k s(t)

σ(t) =
∫ t

−∞
s(t′) dt′

pak

σ(t) FT⇐⇒ − 1
2πif

ŝ(f) (5.40)

Důkaz: plyne z derivace originálu (5.37), kde položı́me σ′ = s.

Integrace obrazu Je-li Σ(f) primitivnı́ funkce k ŝ(f)

Σ(f) =
∫ f

−∞
ŝ(f ′) df ′

pak

1
2πit

s(t) FT⇐⇒ Σ(f) (5.41)

Důkaz: plyne z derivace obrazu (5.39), kde položı́me Σ′ = ŝ.

Ověřte vlastnosti (5.40) a (5.41).
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Symetrie Fourierovy transformace

Má-li signál s(t) určitou vlastnost symetrie, odrazı́ se to v symetrii jeho Fourierova
obrazu ŝ(f). Následujı́cı́ tabulka podává přehled základnı́ch symetriı́.

Signál s(t) Fourierovo sp. ŝ(f) Ampl. sp. S(f) Fázové sp. α(f) PSD(f)
reálný: s(t)∗ = s(t) ŝ(−f) = ŝ(f)∗ S(−f) = S(f) liché: α(−f) = −α(f) 2S(f)2

imag.: s(t)∗ = −s(t) ŝ(−f) = −ŝ(f)∗ S(−f) = S(f) α(−f) = π − α(f) 2S(f)2

sudý: s(−t) = s(t) sudé: ŝ(−f) = ŝ(f) S(−f) = S(f) sudé: α(−f) = α(f) 2S(f)2

lichý: s(−t) = −s(t) lich.: ŝ(−f) = −ŝ(f) S(−f) = S(f) α(−f) = π + α(f) 2S(f)2

reálný a sudý reálné a sudé S(−f) = S(f) α(−f) = α(f) = 0, π 2S(f)2

reálný a lichý imagin. a liché S(−f) = S(f) α(f) = −α(−f) = ±π/2 2S(f)2

imagin. a sudý imagin. a sudé S(−f) = S(f) α(−f) = α(f) = ±π/2 2S(f)2

imagin. a lichý reálné a liché S(−f) = S(f) α(f) = 0, π 2S(f)2

α(−f) = π, 0

Amplitudové spektrum je ve všech těchto speciálnı́ch přı́padech sudé – viz obrá-
zek u definice bandwidth limited. Pro názornou ilustraci se zvláště hodı́ signály ze
zdůrazněných řádků.

Ověřte symetrie Fourierovy transformace s použitı́m (5.21), (5.22), (5.23) a (5.24).
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Parsevalův teorém řı́ká, že energii (anglicky total power) signálu∫∞
−∞ |s(t)|

2 dt lze počı́tat analogicky i ve frekvenčnı́ doméně se stejným
výsledkem:∫ ∞
−∞
|s(t)|2 dt =

∫ ∞
−∞
|ŝ(f)|2 df . (5.42)

Ověřte Parsevalův teorém (5.42).
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5.2.2. Elementárnı́ Fourierovy transformace

V této sekci až na výjimky s výhodou využijeme faktu, že Fourierova transformace
reálného sudého signálu je rovněž reálná a sudá.

FT obdélnı́kového pulsu a jejı́ limitnı́ přı́pady Transformace reálného sudého ob-
délnı́kového pulsu je znázorněna třemi prostřednı́mi transformačnı́mi páry na
obrázku 1. Sudý obdélnı́kový puls s(t) výškyA a šı́řky τ má Fourierův obraz

ŝ(f) = Aτ sinc(πτf) , (5.43)

kde ‘sinus cardinalis’ sinc je definován jako

sincx =

{
sinx/x pro x 6= 0 ,
1 pro x = 0 .

(5.44)

Je-li puls posunut o t0 6= 0, pozbude signál sudosti a podle vztahu pro časový
posun (5.31) bude Fourierův obraz roven

ŝ(f) = Aτ sinc(πτf) e2πift0 . (5.45)
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Modulus přitom S(f) zůstane nezměněn. Posun obdélnı́kového pulsu ilu-
struje obrázek 3. Limitnı́ přı́pady, tj. zúženı́ do δ-funkce a roztaženı́ do kon-
stantnı́ funkce, jsou ilustrovány na obrázku 1. Symetrickým ”rozštěpenı́m“
obdélnı́kového pulsu dostaneme sudý Fourierův obraz, jak je znázorněno na
dolnı́m páru obrázku 2.
Transformačnı́ páry lze obrátit; napřı́klad sudý signál v časové doméně tva-
rovaný podle funkce sinc (5.44) má obraz tvaru obdélnı́ka.

FT Gaussovy funkce Transformace reálné normalizované Gaussovy funkce2 se střednı́
hodnotou 0 a směrodatnou odchylkou σ

s(t) = γ(t;σ) ≡ 1√
2π σ

e−
t2

2σ2 , (5.46)

je znázorněna třemi páry na obrázku 4. Jejı́ obraz je

ŝ(f) =
√

2π σ̂ γ(f ; σ̂) , kde σ̂ =
1

2πσ
. (5.47)

Je-li gaussovský puls posunut o t0 6= 0, pozbude sudosti a podle vztahu pro
časový posun (5.31) se Fourierův obraz vynásobı́ komplexnı́ exponencielou

2. Normalizovaná Gaussova funkce má
∫∞
−∞ γ(t;σ) dt = 1.
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Obrázek 3: Posuneme-li obdélnı́kový
puls z prostřednı́ho páru na obrázku 1 o
t0 doprava (tj. zaměnı́me-li argument t za
t− t0, nahoře vlevo), vynásobı́ se jeho (re-
álný a sudý) Fourierův obraz komplexnı́m
faktorem e2πift0 . Vpravo nahoře je reálná
část, dole imaginárnı́ část výsledku (5.45).
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(pokračovánı́ na dalšı́ straně. . . )
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(. . . dokončenı́ z předchozı́ strany)
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Obrázek 4: Ilustrace Fourierovy transformace Gaussovy funkce. V levém sloupci je ča-
sový průběh signálu (časová doména), v pravém sloupci jeho Fourierův obraz (frekvenčnı́
doména). Všechny tři signály v časové doméně obsahujı́ reálnou sudou normalizovanou Gaus-
sovu funkci (5.46). Fourierův obraz (5.47) je podle tabulky na str. 160 také reálný a sudý.
Při ”roztaženı́“ v časové doméně se Fourierův obraz ”stlačuje“ a naopak. Limitnı́ přı́pady
vypadajı́ analogicky jako na obrázku 4 a nejsou proto zobrazeny. Za povšimnutı́ stojı́ ab-
sence oscilačnı́ch laloků funkce sinc (5.44). Gaussova funkce se velice rychle blı́žı́ k nule a
pro čtyřnásobek směrodatné odchylky je již prakticky nulová, což má dalekosáhlé praktické
upotřebenı́.
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Obrázek 5: Posuneme-li gaussovský puls
o t0 doprava (tj. zaměnı́me-li argument t za
t− t0, nahoře vlevo), vynásobı́ se jeho (re-
álný a sudý) Fourierův obraz komplexnı́m
faktorem e2πift0 . Vpravo nahoře je reálná
část, dole imaginárnı́ část výsledku (5.45). -1
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e2πift0 , přičemž modulus S(f) zůstane nezměněn. Časový posun gaussov-
ského pulsu ilustruje obrázek 5.

Kvalitativně popište Fourierův obraz signálu s průběhem daným funkcı́ sinus car-
dinalis (5.44).
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5.2.3. Konvoluce a korelace

Konvoluce s ∗ r signálů v časové doméně s(t) a r(t) je definována jako

(s ∗ r)(t) ≡
∫ ∞
−∞

s(τ)r(t− τ) dτ . (5.48)

Konvoluce je zřejmě komutativnı́, s ∗ r = r ∗ s, takže lze psát

(s ∗ r)(t) ≡
∫ ∞
−∞

s(t− τ)r(τ) dτ . (5.49)

Konvolučnı́ teorém řı́ká, že je-li s(t) FT⇐⇒ ŝ(f) a r(t) FT⇐⇒ r̂(f), pak

(s ∗ r)(t) FT⇐⇒ ŝ(f)r̂(f) . (5.50)

Jinými slovy, Fourierův obraz konvoluce dvou signálů je roven součinu Fourierových
obrazů obou signálů. Ačkoli funkce r a s jsou z matematického hlediska v (5.48)
rovnoprávné, v aplikacı́ch obvykle jedna z nich hraje roli signálu s a druhá roli odezvy
(anglicky response function) popisujı́cı́ deformaci signálu po průchodu přı́strojem
(podrobněji viz např. [Press et al., 1997a], názorná demonstrace konvoluce je na
obrázku 6).
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Z vlastnostı́ Diracovy δ-funkce plyne, že konvoluce libovolného signálu s Diracovou
δ-funkcı́ (5.12) dá přesnou kopii signálu; konvoluce s Diracovou δ-funkcı́ posunutou
o t0, δ(t− t0), dá kopii signálu posunutou o t0. Naopak, signál majı́cı́ tvar δ-funkce
bude po konvoluci s libovolnou odezvovou funkcı́ roven této odezvové funkci. Kon-
voluce je tak vhodným nástrojem pro popis (časově invariantnı́ch) vlastnostı́ přı́strojů
pro zpracovánı́ signálu.

Užitečné je obrácenı́ konvolučnı́ho teorému

s(t) r(t) FT⇐⇒ (ŝ ∗ r̂)(f) , (5.51)

které řı́ká, že Fourierovým obrazem součinu dvou signálů v časové doméně je kon-
voluce jejich Fourierových obrazů ve frekvenčnı́ doméně

(ŝ ∗ r̂)(f) ≡
∫ ∞
−∞

ŝ(ϕ)r̂(f − ϕ) dϕ . (5.52)

Užitečnost obrácenı́ konvolučnı́ho teorému tkvı́ v následujı́cı́ aplikaci: vyřı́zneme-li
z dlouhotrvajı́cı́ho stacionárnı́ho signálu s(t) se spektrem ŝ(f) časové okno délky
T , je tato operace ekvivalentnı́ násobenı́ signálu s(t) odezvovou funkcı́ r(t) rovnou
jedné v intervalu okna a rovnou nule jinde; spektrum takového okna odpovı́dá (až na
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Obrázek 6: Přı́klad konvoluce dvou funkcı́. Signál s(t) je konvolvován s ode-
zvovou funkcı́ r(t). Jelikož odezvová funkce je širšı́ než některé detaily v pů-
vodnı́m signálu, budou tyto detaily konvolucı́ ”vymyty“. Nenı́-li přı́tomen
šum, proces konvoluce lze invertovat ve formě dekonvoluce. Obrázek je pře-
vzat z [Press et al., 1997a].
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násobenı́ komplexnı́ exponencielou z (5.31)) funkci (5.43). Podle (5.51) je Fourierův
obraz tohoto součinu roven konvoluci spektra původnı́ho signálu a funkce (5.43). Je-li
např. původnı́ spektrum tvořeno úzkými pı́ky podobně jako spektrum na obrázku (a)
na straně 139, budou — jak plyne z vlastnosti (5.16) Diracovy δ-funkce — úzké
pı́ky původnı́ho spektra nahrazeny funkcemi (5.43), a to tı́m širšı́mi, čı́m užšı́ bude
vyřı́znuté okno. Tuto skutečnost ilustrujı́ grafy (b)–(f) na straně 139. Nahradı́me-li
obdélnı́kové okno jiným, např. gaussovským (5.46), odpadnou oscilačnı́ laloky (5.43),
avšak rozšı́řenı́ původně úzkých pı́ků zůstane zachováno.

Určı́me-li spektrum pro celý, dostatečně dlouho trvajı́cı́ signál, dostaneme maximum
informace o obsažených frekvencı́ch, ale nebudeme mı́t žádnou informaci o tom,
kdy se tyto frekvence vyskytly. Aplikujeme-li okénkovou Fourierovu transformaci,3

jejı́ž princip byl popsán v předchozı́m odstavci, budeme mı́t k dispozici informaci
o lokalizaci, ale ztratı́me přesnost informace o frekvenci. To je opět projev principu
neurčitosti (5.10).

3. Také nazývanou short-time Fourier transform.
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Uvedené skutečnosti majı́ dalekosáhlé důsledky pro analýzu signálu. Fourierova spek-
trálnı́ analýza je vhodná pro stacionárnı́ signály, jejichž charakter je časově invariantnı́.
Máme-li co do činěnı́ s nestacionárnı́mi signály a časově lokalizovanými přechod-
nými jevy, je vhodné použı́t metod waveletové analýzy, jejı́ž základnı́ ideje popisuje
Kapitola 6.

Korelace dvou signálů s1(t) a s2(t) je definována jako

Corr(s1, s2)(t) =
∫ ∞
−∞

s1(τ + t)s2(τ) dτ . (5.53)

Korelace je funkcı́ prodlevy (anglicky lag) t. Korelačnı́ teorém řı́ká, že je-li s1(t) FT⇐⇒
ŝ1(f) a s2(t) FT⇐⇒ ŝ2(f), pak

Corr(s1, s2)(t) FT⇐⇒ ŝ1(f)ŝ2(−f) , (5.54)

resp. pro reálné signály

Corr(s1, s2)(t) FT⇐⇒ ŝ1(f)ŝ2(f)∗ . (5.55)

Jinými slovy, Fourierův obraz korelace dvou reálných signálů je roven součinu jejich
Fourierových obrazů, přičemž druhý bereme komplexně sdružený.
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Korelace signálu se sebou samotným se nazývá autokorelace a platı́ pro ni (je-li signál
reálný) Wienerův–Khinchinův teorém

Corr(s, s)(t) FT⇐⇒ |ŝ(f)|2 . (5.56)

Popište, jak některá zařı́zenı́ (zesilovač, magnetofon, dalekohled) zkreslujı́ signál,
a uved’te kvalitativně jejich responsnı́ funkce.
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5.2.4. Fourierova transformace ve dvou a vı́ce dimenzı́ch

Fourierův obraz dvourozměrného signálu s(x, y) (typicky se jedná o spojitou formu
obrazových dat) můžeme definovat přı́močaře na základě (5.21) jako

ŝ(fx, fy) =
∫ ∫ ∞
−∞

s(x, y) e2πi(fxx+fyy) dxdy FT⇐⇒

s(x, y) =
∫ ∫ ∞
−∞

ŝ(fx, fy) e−2πi(fxx+fyy) dfxdfy . (5.57)

Analogicky Fourierův obraz trojrozměrného signálu s(x, y, z) je

ŝ(fx, fy, fz) =
∫ ∫ ∫ ∞

−∞
s(x, y, z) e2πi(fxx+fyy+fzz) dxdydz FT⇐⇒

s(x, y, z) =
∫ ∫ ∫ ∞

−∞
ŝ(fx, fy, fz) e−2πi(fxx+fyy+fzz) dfxdfydfz . (5.58)

Všechny vlastnosti shrnuté v sekcı́ch 5.2.1 a 5.2.3 se snadno dajı́ zobecnit na dvou-
rozměrnou a trojrozměrnou Fourierovou transformaci (5.57) a (5.58).

Podobně bychom mohli definovat vı́cerozměrnou Fourierovu transformaci. To je opět
přı́močará technická záležitost a zde ji vynecháme.
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5.3. Diskrétnı́ a rychlá Fourierova transformace

5.3.1. Diskretizace časová a amplitudová
Digitalizace analogového signálu digitalizovat znamená

• jednak provést časovou diskretizaci neboli vzorkovánı́ (anglicky sampling),
tj. určit hodnoty signálu s(t) v diskrétnı́ch, obvykle ekvidistantnı́ch, časových
intervalech [Press et al., 1997a],

sn = s(n∆) , n = . . .− 3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . , (5.59)

jak je znázorněno na obrázku 7,
• jednak provést diskretizaci hodnot sn, tj. reprezentovat je vhodným datovým

typem, např. desetinnými čı́sly s plovoucı́ tečkou v jednoduché přesnosti,
dvoubajtovými neznaménkovými celými čı́sly apod. Této diskretizaci se řı́ká
kvantizace nebo amplitudová diskretizace a dále se jı́ nebudeme zabývat.

Časová odlehlost sousednı́ch vzorků ∆ se nazývá vzorkovacı́ interval, jejı́ převrácená
hodnota fsamp ≡ 1/∆ se nazývá vzorkovacı́ frekvence (anglicky sampling rate).
U vı́cerozměrného signálu budeme mı́t odpovı́dajı́cı́ počet vzorkovacı́ch intervalů a
vzorkovacı́ch frekvencı́.
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Obrázek 7: Ilustrace vzorkovánı́ a-
nalogového signálu s(t). Je-li Ny-
quistova kritická frekvence signálu
(5.60) většı́ než maximálnı́ frekvence
fmax obsažená ve spektru (obrázek na
straně 157), lze z hodnot sn signál zre-
konstruovat.
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Obrázek 8: Ilustrace vzniku aliasu na
stejném signálu jako na obrázku 7.
Vzhledem k podvzorkovánı́ (nespl-
něnı́ Shannonovy podmı́nky (5.61))
je signál rekonstruovaný ze vzorků
zcela odlišný od originálnı́ho signálu.
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5.3.2. Shannonův vzorkovacı́ teorém a alias

Diskretizujeme-li signál vzorkovacı́m intervalem ∆, hraje klı́čovou roli Nyquistova
kritická frekvence

fc =
1

2∆
=

1
2
fsamp . (5.60)

Má-li spojitý signál s(t) vzorkovaný frekvencı́ fsamp omezenou šı́řku pásma s maxi-
málnı́ frekvencı́ fmax (viz obrázek na straně 157) a platı́-li Shannonova podmı́nka4

fmax < fc , (5.61)

nebo ekvivalentně

fsamp > 2fmax , (5.62)

(tj. je-li vzorkovacı́ frekvence většı́ než dvojnásobek maximálnı́ frekvence obsažené
v signálu), pak signál s(t) je úplně určen svými vzorky sn (podrobnosti viz např. [Press
et al., 1997a]).

4. V literatuře uváděná také jako Shannonova–Kotělnikovova podmı́nka.
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Nemá-li spojitý signál s(t) omezenou šı́řku pásma nebo fmax ≥ fc (tj., nenı́-li vzor-
kovacı́ frekvence vı́ce než dvojnásobkem maximálnı́ frekvence obsažené v signálu),
nastává jev zvaný alias, kdy část spektra ležı́cı́ vně intervalu 〈−fc, fc〉 je mapována
dovnitř tohoto intervalu. Alias — což je v podstatě důsledek podvzorkovánı́ — je
všeobecně známý jev; stačı́ připomenout zdánlivě ”stojı́cı́“ nebo ”pomalu a v opač-
ném směru se otáčejı́cı́“ kola auta pozorovaná při výbojkovém pouličnı́m osvětlenı́,
letecká vrtule ve filmu či televizi apod., viz obrázek 8.

5.3.3. Diskrétnı́ Fourierova transformace

Uvažujme konečný signál s N vzorky. Diskrétnı́ Fourierova transformace (DFT) dá
na výstupu zřejmě právě N nezávislých hodnot. Mı́sto spojitého Fourierova obrazu
ŝ(f) na intervalu 〈−fc, fc〉 proto hledáme diskrétnı́ hodnoty
fn ≡

n

N∆
, n = −N

2
, . . . , 0, . . . ,

N

2
. (5.63)

Ve vztahu (5.63) máme celkem N + 1 hodnot; ukazuje se, že hodnoty v extrém-
nı́ch frekvencı́ch f−N/2 a fN/2 jsou stejné, takže ve skutečnosti dostáváme jen N
nezávislých hodnot pro n = −N/2 + 1, . . . , 0, . . . , N/2.
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Aproximujeme-li prvnı́ integrál (5.21) diskrétnı́ sumou v diskrétnı́ch frekvencı́ch (5.63),
obdržı́me diskrétnı́ Fourierovu transformaci N vzorků sk [Press et al., 1997a]

ŝ(fn) ≈ ∆ŝn , kde ŝn ≡
N−1∑
k=0

sk e2πikn/N . (5.64)

V sumě (5.64) můžeme mı́sto n = −N/2 + 1, . . . , 0, . . . , N/2 sčı́tat přes n =
0, . . . , N − 1, protože (5.64) je periodický s periodouN . Nulová frekvence odpovı́dá
n = 0, kladné frekvence 0 < f < fc odpovı́dajı́ hodnotám 1 ≤ n ≤ N/2 − 1,
záporné frekvence −fc < f < 0 odpovı́dajı́ hodnotám N/2 + 1 ≤ n ≤ N − 1.
Hodnota n = N/2 pak odpovı́dá jak f = fc, tak f = −fc.

Diskrétnı́ Fourierova transformace (5.64) má tytéž vlastnosti symetrie jako spojitá;
stačı́ v tabulce na str. 160 nahradit s(t)→ sk, ŝ(f)→ ŝn, ŝ(−f)→ ŝN−n, a pojmy

”sudý“ resp. ”lichý“ odkazujı́ na stejné resp. opačné znaménko ve vzorcı́ch s indexy
k a N − k.

Inverznı́ diskrétnı́ Fourierova transformace má tvar (povšimněme si normalizačnı́ho
koeficientu 1/N )

sk = N−1∑N−1
n=0 ŝn e−2πikn/N . (5.65)
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5.3.4. Rychlý algoritmus Fourierovy transformace (FFT)

Z přepisu formule (5.64) do maticového tvaru
ŝ0

ŝ1

ŝ2
...

ŝN−1


︸ ︷︷ ︸

výstup

=


1 1 1 . . . 1
1 W 1 W 2 . . . WN−1

1 W 2 W 4 . . . W 2(N−1)

...
...

...
. . .

...
1 WN−1 W 2(N−1) . . . W (N−1)(N−1)


︸ ︷︷ ︸

W


s0

s1

s2
...

sN−1


︸ ︷︷ ︸

vstup

, (5.66)

kde W ≡ e2πi/N , je vidět, že sloupcový vektor sk je násoben maticı́ W elementů
Wnk. Toto maticové násobenı́, které vytvářı́ sloupcový vektor ŝn, zahrnuje O(N2)
násobenı́ v plovoucı́ desetinné tečce.

Ačkoli existuje vı́ce optimalizovaných schémat, jak výpočet (5.64) urychlit, uvedeme
jedno z nich, tzv. Danielsonův–Lanczosův algoritmus pocházejı́cı́ z r. 1942. Počet
vzorkůN v Danielsonově–Lanczosově algoritmu je sice omezen na celočı́selné moc-
niny 2, ale princip metody je velmi jednoduchý a univerzálnı́.
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Naznačı́me zde podstatu algoritmu. Diskrétnı́ Fourierova transformace posloupnosti
vzorků o délce N může být rozepsána jako suma dvou DFT o délkách N/2, jedné
zformované ze sudých vzorků, druhé z lichých vzorků. Tento postup aplikujeme
rekurzivně, tj. postupujeme k DFT o délkách N/4, N/8, . . . Nynı́ je jasné, proč
algoritmus funguje jen proN = 2M , pak totiž po určitém počtu ”rozpůlenı́“ (rovnému
binárnı́mu logaritmu N ) dospějeme k DFT o délce 1, což je identita! Stačı́ tedy najı́t
(vzájemně jednoznačnou) korespondenci mezi těmito ”DFT délky 1“ a původnı́mi
vzorky sk. Ukazuje se, že přepermutujeme-li původnı́ pořadı́ sk v bitově reverznı́m
pořadı́ (tj. index vyjádřı́me ve dvojkové soustavě a převrátı́me pořadı́ bitů.), dostaneme
potřebnou korespondenci.

Nynı́ můžeme celý postup obrátit: nejprve provést ”zpřeházenı́“ původnı́ho pořadı́ sk
v bitově reverznı́m pořadı́ (lze provést velmi rychle), čı́mž dostaneme N triviálnı́ch
DFT o délkách 1, a z nich poté konstruujeme DFT délky 2, 4, 8, . . ., až dospějeme
k celkové DFT signálu délky N . Protože v každém z log2N ”půlenı́“ provádı́me
O(N) násobenı́, obsahuje celý proces O(N log2N) násobenı́ v plovoucı́ desetinné
tečce. Tento algoritmus se nazývá rychlou Fourierovou transformacı́ (anglicky Fast
Fourier Transform, FFT).
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To je oproti ”maticové“ aritmetice (5.66) urychlenı́ faktoremO(N/ log2N). Máme-li
např.N = 106 (okolo 20 s hudby), je faktor urychlenı́ řádu 104. Kdyby DFT počı́taná
FFT algoritmem trvala zhruba několik sekund, zabral by výpočet pomocı́ původnı́
maticové podoby (5.66) zhruba jeden den!
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5.3.5. Diskrétnı́ konvoluce a korelace

Diskrétnı́ verze vztahu (5.49) pro odezvovou funkci nenulovou pouze v rozmezı́
vzorků −M/2 < k ≤M/2 pro M dostatečně velké sudé celé čı́slo,5 je

(s ∗ r)j =
∑M/2

k=−M/2+1 sj−k rk . (5.67)

Způsob ošetřenı́ části odezvové funkce pro záporný čas objasňuje obrázek 9. Diskrétnı́
konvolučnı́ teorém pak řı́ká: je-li vzorkovaný signál sj periodický s periodou N ,
takže je úplně popsán N vzorky s0, s1, . . . , sN−1, pak DFT jeho diskrétnı́ konvoluce
s odezvovou funkcı́ rj o délceN je rovna součinu DFT signálu ŝn a odezvové funkce
r̂n, neboli∑N/2

k=−N/2+1 sj−k rk
FT⇐⇒ ŝnr̂n . (5.68)

Hodnoty rk pro k = 0, . . . , N − 1 jsou tytéž jako pro k = −N/2 + 1, . . . , N/2, ale
v cyklicky přetočeném pořadı́, jak je popsáno v odstavci za vztahem (5.64).

5. Pro takovou odezvovou funkci se použı́vá označenı́ FIR (finite impulse response). V prak-
tických aplikacı́ch vystačı́me s odezvovými funkcemi typu FIR, bud’proto, že máme do do
činěnı́ s funkcı́ tohoto typu, nebo jimi skutečnou odezvovou funkci aproximujeme.



185/263 Základy počı́tačové fyziky
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Obrázek 9: Přı́klad konvoluce dvou diskrétně vzorkovaných funkcı́. Signál sj
je konvolvován s odezvovou funkcı́ rj . Pro záporný čas je odezvová funkce
cyklicky přetočena na pravý konec pole rj . Obrázek je převzat z [Press et al.,
1997a].
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Problém diskrepance mezı́ sum v (5.67) a v (5.68) se vyřešı́ snadno — téměř vždy
máme odezvovou funkci mnohem kratšı́ než vlastnı́ signál, takže ji M můžeme
dodefinovat na plnou délku N nulami. Obtı́žnějšı́ je problém splněnı́ periodicity
signálu skutečnými daty. Podrobný rozbor (viz např. [Press et al., 1997a]) ukazuje,
že stačı́ doplnit na jeden konec dat ”nulovou vycpávku“ o délce rovné většı́mu z čı́sel
vyjadřujı́cı́ch trvánı́ odezvové funkce v kladném či záporném čase. Pro symetrickou
odezvovou funkci prostě na konec signálu přidáme M/2 nul.

Diskrétnı́ forma korelace (5.53) má pro vzorkované signály sj , vj , periodické s peri-
odou N , tvar

Corr(s, v)j =
N−1∑
k=0

sj+k vk . (5.69)

Diskrétnı́ korelačnı́ teorém pro reálné signály řı́ká, že jsou-li sj
FT⇐⇒ ŝk a vj

FT⇐⇒ v̂k
transformačnı́ páry, pak

Corr(s, v)j
FT⇐⇒ ŝkv̂

∗
k . (5.70)
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Ošetřenı́ koncových efektů ukazuje, že pro prodlevu (lag) mezi signály definovanou
za rovnicı́ (5.53) zahrnujı́cı́ ±K vzorků je třeba na konec obou signálů alespoň K
nul.

Jak konvoluce, tak korelace, počı́tané podle levých stran vztahů (5.68) a (5.70),
potřebujı́ O(N2) násobenı́ v plovoucı́ desetinné tečce, zatı́mco jejich pravé strany
jich potřebujı́ pouze O(N). Fourierova transformace mezi oběma doménami vyža-
duje O(N log2N), takže výpočet konvoluce nebo korelace nepřı́mo přes násobenı́
Fourierových obrazů je výpočetně efektivnějšı́ řádově stejným faktorem, jako rychlá
Fourierova transformace vůči maticové formě DFT (viz konec sekce 5.3.4).
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5.3.6. FFT ve dvou a vı́ce dimenzı́ch

Podobně jako v přı́padě spojité dvou nebo vı́cerozměrné Fourierovy transformace
(sekce 5.2.4), také DFT může být přı́močaře zobecněna na dvě a tři dimenze (vı́ce
dimenzemi se nebudeme zabývat). Máme-li komplexnı́ signál sk1,k2 definovaný na
dvourozměrné mřı́žce 0 ≤ k1 ≤ N1 − 1, 0 ≤ k2 ≤ N2 − 1, definujeme dvourozměr-
nou DFT jako

ŝn1,n2 =
N2−1∑
k2=0

N1−1∑
k1=0

sk1,k2 e2πik1n1/N1 e2πik2n2/N2 , (5.71)

máme-li komplexnı́ signál sk1,k2,k3 definovaný na trojrozměrné mřı́žce 0 ≤ k1 ≤
N1 − 1, 0 ≤ k2 ≤ N2 − 1, 0 ≤ k3 ≤ N3 − 1, definujeme trojrozměrnou DFT jako

ŝn1,n2,n3 =
N3−1∑
k3=0

N2−1∑
k2=0

N1−1∑
k1=0

sk1,k2,k3 e2πi
“
k1n1
N1

+
k2n2
N2

+
k3n3
N3

”
. (5.72)
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Pro výpočet dvou- a trojdimenzionálnı́ diskrétnı́ Fourierovy transformace (5.71)
a (5.72) lze zobecnit rychlý Danielsonův–Lanczosův algoritmus popsaný v předešlé
sekci (5.3.4). Inverznı́ transformaci dostaneme záměnou s za ŝ, změnou znamének
v exponencielách a násobenı́m normalizačnı́m faktorem 1/N1N2 resp. 1/N1N2N3

analogicky jako v (5.65).

Existujı́ knihovny numerických rutin pro výpočet jednodimenzionálnı́ a vı́cedimenzi-
onálnı́ diskrétnı́ Fourierovy transformace [Frigo a Johnson, 0000,Press et al., 1997a],
včetně jejı́ch variant, jako např. sinová transformace, kosinová transformace apod.
(viz [Press et al., 1997a]).
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5.4. Filtrovánı́ ve frekvenčnı́ doméně

Na závěr ilustrujme použitı́ fourierovské spektrálnı́ metody na jednoduchém přı́kladě
filtrovánı́ signálu za účelem odstraněnı́ kontaminace v něm obsažené. Pro tento záměr
byly sestrojeny dva testovacı́ signály; jeden nespojitý a druhý hladký (viz obrázek 10).
Tyto testovacı́ signály byly podrobeny umělé kontaminaci dvojı́ho druhu — v prv-
nı́m přı́padě se jedná o úzkopásmovou kontaminaci, tj. kontaminaci, jejı́ž spektrum
zasahuje jen úzký rozsah frekvencı́, ve druhém přı́padě se jedná o širokopásmovou
kontaminaci, jejı́ž spektrum zasahuje podstatnou část spektra původnı́ho signálu.
Konkrétně byl v roli úzkopásmové kontaminace použit sinusový signál o frekvenci
100 Hz, v roli širokopásmové kontaminace byl použit bı́lý šum, tj. šum, jehož spek-
trum je (přibližně) je frekvenci nezávislé, a jsou v něm rovnoměrně zastoupeny
všechny frekvence až do poloviny vzorkovacı́ frekvence.6

Pro oba signály a jejich kontaminované verze byly sestrojeny tzv. odhady výkonové
spektrálnı́ hustoty (PSD estimates, viz obrázek 11).

6. Pro umělou kontaminaci byl použit program noisify z kolekce [Hledı́k, 2007], jenž pro
kontaminaci bı́lým šumem využı́vá generátoru náhodných čı́sel.
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Obrázek 10: Testovacı́ signály a jejich kontaminace. Ve všech přı́padech majı́ délku trvánı́
1 s a jsou vzorkovány naN = 1024 vzorků. V levém sloupci je nespojitý ”obdélnı́kový“ signál,
v pravém sloupci spojitý hladký signál. Nahoře jsou signály zobrazeny v čisté podobě, v pro-
střednı́ řadě jsou kontaminovány úzkopásmovým signálem (sinusovým o kmitočtu 100 Hz),
v dolnı́ řadě jsou kontaminovány bı́lým šumem. Odstup sumárnı́ho signálu od kontaminace
je v obou přı́padech SNR = 15 dB (tj. signálový výkon je 1015/10 = 31.6 × většı́ než
kontaminačnı́ výkon).
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Obrázek 11: Odhad výkonové spektrálnı́ hustoty nespojitého (vlevo) a hladkého signálu
(vpravo). Šı́řka Welchova okna [Press et al., 1997a] s 50% překryvem je 128 vzorků. Nepře-
rušovanou čarou je vyznačena PSD původnı́ho, nekontaminovaného signálu (hornı́ dvojice
na obrázku 10). Tečkovaně je vyznačena PSD signálu kontaminovaného úzkopásmovým ru-
šenı́m (prostřednı́ dvojice na obrázku 10), jež se od PSD nekontaminovaného signálu lišı́
pı́kem v okolı́ kmitočtu 100 Hz. Čerchovaně je vyznačena PSD signálu kontaminovaného
širokopásmovým rušenı́m (dolnı́ dvojice na obrázku 10), jež se od PSD nekontaminovaného
signálu lišı́ téměř v celém frekvenčnı́m rozsahu.
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Odhad PSD (5.27) se určuje tak, že se provede Fourierova transformace vždy jen
kousku signálu (tzv. okna), at’už obdélnı́kového nebo vytvarovaného do přı́hodnějšı́ho
tvaru (obvykle blı́zkého Gaussově křivce7), a PSD ze všech těchto oken, pokrývajı́cı́ch
celý signál (okna se mohou či nemusejı́ vzájemně překrývat) se sečte. Čı́m je okno
užšı́, tı́m je křivka odhadu PSD hladšı́, ale za cenu menšı́ho rozlišenı́, a naopak.
Podrobně o odhadu PSD viz např. [Press et al., 1997a].

Z odhadů PSD na obrázku 11 je zřejmé, že potlačenı́ úzkopásmové kontaminace
pomocı́ filtrace ve frekvenčnı́ doméně nenı́ obtı́žné. Postup zahrnuje tři kroky:
1. Spočteme Fourierovu transformaci ŝ(f) kontaminovaného signálu s(t).
2. Vynásobı́me ji (vzorek po vzorku) filtračnı́ funkcı́ Φ(f) sestrojenou na základě

odhadu PSD kontaminovaného signálu. V tomto konkrétnı́m přı́padě bude mı́t
filtračnı́ funkce tvar tzv. zářezového filtru, tj. bude rovna jedné pro všechny
frekvence až na úzké frekvenčnı́ pásmo, v němž se vyskytuje kontaminace.
Filtračnı́ funkci je vhodné volit dostatečně hladkou, opět z důvodů, jenž byly
ozřejmeny v sekci 5.2.3. Filtračnı́ funkce použitá pro odstraněnı́ úzkopásmové
kontaminace našeho přı́kladu je zobrazena na obrázku 12 vpravo.

3. Na přefiltrované spektrum ŝclean(f) ≡ Φ(f)ŝ(f) aplikujeme inverznı́ Fourie-

7. Tvar blı́zký Gaussově křivce je výhodný z důvodů naznačených v sekci 5.2.3.
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Obrázek 12: Filtry použité pro dekontami-
naci signálů. Vpravo je zářezový filtr cent-
rovaný na 100 Hz, jı́mž byla odstraněna úz-
kopásmová kontaminace harmonickým sig-
nálem. Nahoře vlevo (vpravo) je Wienerův
optimálnı́ filtr použitý k odstraněnı́ širo-
kopásmové kontaminace nespojitého (spoji-
tého) signálu.
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Obrázek 13: V hornı́ řadě jsou pro srovnánı́ zopakovány původnı́, nekontaminované sig-
nály z hornı́ řady obrázku 10. Prostřednı́ a dolnı́ řada odpovı́dajı́ prostřednı́ a dolnı́ řadě na
obrázku 10 s tı́m rozdı́lem, že kontaminované signály byly filtrovány. Úzkopásmová kon-
taminace (prostřednı́ řada) byla odstraněna pomocı́ zářezového filtru z obrázku 12 vpravo.
Širokopásmová kontaminace (dolnı́ řada) byla filtrována pomocı́ Wienerovy optimálnı́ filtrace
(viz obrázek 12 nahoře a [Press et al., 1997a]).
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rovu transformaci, čı́mž dostaneme signál sclean(t) v časové doméně zbavený
kontaminace, ale bohužel také části odpovı́dajı́cı́ frekvenčnı́mu spektru ležı́-
cı́mu ve frekvenčnı́m pásmu kontaminace. Právě v přı́padě, kdy je toto pásmo
úzké, se tı́mto způsobem dá dosáhnout velmi dobrých výsledků.

Pro filtraci byl vytvořen zářezový filtr znázorněný na obrázku 12 vpravo. Tento filtr
odstranı́ ze spektra kontaminovaného signálu úzké pásmo, v němž se projevuje úz-
kopásmová kontaminace. Výsledek filtrace znázorněný v prostřednı́ řadě obrázku 13
ukazuje, že úzkopásmová dekontaminace je velmi uspokojivá pro hladký signál, méně
již pro nespojitý signál. Proč je tomu tak objasnı́ pohled na spektra na obrázku 11.
U hladkého signálu jsou dominantnı́ frekvence zhruba do ∼ 20 Hz, v oblasti konta-
minace okolo 100 Hz jsou přı́spěvky do energie signálu 104× až 105× menšı́. Proto
jejich potlačenı́ zářezovým filtrem z obrázku 12 vpravo ovlivnı́ tvar původnı́ho sig-
nálu jen velmi málo a výsledkem je téměř dokonale restaurovaný signál. Nespojitý
signál má však dı́ky svým ostrým hranám mnohem vyrovnanějšı́, ploššı́ spektrum,
a aplikacı́ zářezového filtru se zbavı́me i důležité části spektra původnı́ho signálu. To
se projevı́ oscilacemi v ”rozı́ch“ signálu.
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Situace u širokopásmové kontaminace je složitějšı́. Použitı́ filtru je delikátnějšı́, nebot’
musı́me citlivě odstranit část spektra považovanou za šum. Obvykle to bývá vyso-
kofrekvenčnı́ ”chvost“, takže jsou vhodné filtry typu dolnı́ propust. V našem přı́padě
jsme použili tzv. Wienerovy (optimálnı́) filtrace [Press et al., 1997a]. Jejı́ praktické
užitı́ spočı́vá v tom, že vysokofrekvenčnı́ šumový ”chvost“ (na obrázku 11 konstantnı́
funkce N2 ≈ 100 pro nespojitý signál a N2 ≈ 1 pro spojitý signál) se extrapoluje
doleva na zbytek odhadu spektra, přičemž filtračnı́ funkce Φ(f) se určı́ jako

Φ(f) = 1− N2

C2
, (5.73)

kde C2 je skutečný odhad spektra.

Výsledek optimálnı́ filtrace pomocı́ filtrů z obrázku 12 nahoře je znázorněn v dolnı́
řadě obrázku 13. Širokopásmová dekontaminace je vcelku uspokojivá pro hladký
signál, avšak výsledky pro nespojitý signál jsou špatné. Důvod je opět v tom, že
nespojitý signál má mnohem ploššı́ spektrum než hladký, spojitý signál — stačı́
pohled na obrázek 11 a srovnánı́ odstupu PSD širokopásmově kontaminovaného od
PSD původnı́ho čistého signálu v obou přı́padech.
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Pro všechny filtrace popsané a zobrazené v této sekci byl použit jednoúčelový program
foufires z kolekce [Hledı́k, 2007].

Jiné metody odstraňovánı́ širokopásmové kontaminace založené na waveletové trans-
formaci jsou naznačeny v Kapitole 6.
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Shrnutı́ kapitoly: Naučili jste se důležité numerické metodě – rychlá Fourierově
transformaci (FFT). Nynı́ chápete podstatu různých algoritmů na nı́ postavených,
jež se uplatňujı́ při zpracovánı́ jednorozměrného signálu (obvykle zvuku, ale obecně
jakýchkoli experimentálně zı́skaných jednorozměrných signálů) a dvourozměrného
signálu (obvykle obrazových dat).

Dalšı́ zdroje:
• Velmi pěkné animace jsou dostupné na

http://www.math.muni.cz/˜plch/nkpm/.
• Rozsahem přijatelná monografie o Fourierových řadách je např. [Hardy a Rogo-

sinski, 1971].
• Základnı́ informace o Fourierových řadách a Fourierově transformaci jsou uvedeny

v každé knize o matematických metodách ve fyzice a technice, např. [Grega et al.,
1974].

• Matematicky korektnı́ teorie Fourierových řad je hezky podána v [Schwartz, 1972,
Kap. V].

http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/
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6. Waveletová analýza

Rychlý náhled kapitoly: V této kapitole bude objasněna modernı́ numerická
metoda – waveletová (jinak též vlnková) transformace. Podobně jako u fourierov-
ských metod byly matematické základy waveletové transformace známy relativně
dlouho, avšak teprve nástup počı́tačů umožnil, aby se stala důležitým nástrojem
matematické fyziky a analýzy signálů.

Cı́le kapitoly:
• Pochopit motivaci pro zavedenı́ waveletové transformace.
• Naučit se použı́vat diskrétnı́ waveletovou transformaci typu Daub.
• Naučit se použı́vat diskrétnı́ waveletovou transformaci typu Daub na filtraci

signálů prahovánı́m.

Klı́čová slova kapitoly: Wavelet, DTWT; filtračnı́ koeficienty, daubechiovské;
vyhlazujı́cı́ filtr, detailnı́ filtr; decimace; momenty; DaubN; waveletové koeficienty,
koeficienty škálovacı́ funkce; pyramidálnı́ algoritmus; energie signálu, energetická
mapa signálu, kompaktifikace energie; práh, prahovánı́
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6.1. Motivace

Fourierova transformace a rychlá diskrétnı́ implementace Fourierovy transformace
(FFT), jejichž základy jsou probrány v Kapitole 5, patřı́ k základnı́m matematickým
nástrojům pro analýzu a zpracovánı́ repetičnı́ch, časově invariantnı́ch nebo staci-
onárnı́ch signálů. Pro přechodné, nestacionárnı́ nebo v čase proměnné signály je
Fourierova transformace vhodná méně, což je podmı́něno přı́mo jejı́ podstatou —
bázové funkce e−2πift, z nichž Fourierova transformace (5.21) pomocı́ váhových
koeficientů ŝ(f) df ”sestavuje“ signál s(t), jsou nenulové na celé reálné ose. Je-li
v signálu přı́tomen přechodový jev omezený na krátký časový úsek, odpovı́dajı́cı́
fourierovský obraz ŝ(f) definovaný (5.21) konverguje pomalu a je rozprostřen přes
široký rozsah frekvencı́. Přetlumočeno v řeči principu neurčitosti (5.10): čı́m je pře-
chodný jev v signálu časově omezenějšı́, tı́m je jeho fourierovské spektrum širšı́.
Nelze mı́t signál lokalizovaný jak v časové, tak ve frekvenčnı́ doméně.
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Přirozeně se proto nabı́zı́ nahradit bázové funkce e±2πift jinými funkcemi, jež by
byly nenulové pouze na omezeném časovém intervalu (tzv. funkcemi s omezeným
nosičem), nebo jež by alespoň dostatečně rychle konvergovaly k nule mimo určitý
omezený interval. Takové bázové funkce by byly, na rozdı́l od sinů a kosinů obsa-
žených v komplexnı́ exponenciele e±2πift, lokalizovány jak v čase, tak ve frekvenci,
nebo přesněji řečeno, v charakteristické škále. Dalšı́ odlišnost od Fourierovy trans-
formace využı́vajı́cı́ jednoznačně definovanou bázi spočı́vá v tom, že waveletová
transformace má k dispozici nekonečně mnoho bázı́. Zhruba se dá řı́ci, že různé
waveletové báze poskytujı́ různý kompromis mezi kompaktnostı́ časové lokalizace a
hladkostı́ bázových funkcı́. Zatı́mco ve Fourierově analýze jsou bázové funkce pře-
dem dány a teprve poté se zkoumajı́ vlastnosti transformace, ve waveletové analýze
na základě požadovaných vlastnostı́ konstruujeme bázové funkce.

Pokuste se kvalitativně zdůvodnit, proč časově lokalizované signály majı́ široké
Fourierovo spektrum.
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Waveletová8 analýza, jejı́ž základ (Haarův rozklad) historicky vznikl již v roce
1910 [Burrus et al., 1998], se v 80. letech 20. stoletı́ dočkala prudkého rozvoje a
přiřadila se k důležitým nástrojům v oblasti zpracovánı́ a analýzy signálu, numerické
analýzy, matematického modelovánı́, statistiky i v dalšı́ch vědeckých a technických
aplikacı́ch. Od těch dob jı́ bylo věnováno mnoho monografiı́ a nespočet časopiseckých
článků a bylo vyvinuta řada aplikacı́ ve všech výše zmı́něných oblastech.

V tomto dodatku se v zájmu kompaktnosti inspirujeme přı́stupem použitým v sekci 13.10
knihy [Press et al., 1997a], jenž je jasný, přı́močarý a jevı́ se optimálnı́m pro rychlé
pochopenı́ a aplikaci. Pro dalšı́ studium doporučujeme knihu [Walker, 1999], hlubšı́
vhled poskytnou např. knihy [Burrus et al., 1998, Percival a Walden, 2000].

8. Termı́n wavelet se do češtiny překládá jako vlnka. Vyjadřuje skutečnost, že bázové funkce
jsou ”malé“ (majı́ omezený nosič, jsou tedy lokalizovány v čase), a jejich střednı́ hodnota je
nulová, majı́ tedy ”vlnový“ charakter.
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6.2. Waveletové koeficienty typu Daub4

Podobně jako FFT je diskrétnı́ waveletová transformace (dále DTWT)9 lineárnı́ ope-
racı́ na reálném vzorkovaném vstupnı́m signálu s1, s2, . . . , sN o délce (počtu vzorků)
N ≥ 2 rovné celočı́selné mocnině dvou, jež převádı́ na numericky odlišný výstupnı́
signál ŝ1, ŝ2, . . . , ŝN téže délky. V dalšı́m ukážeme, že počet operacı́ násobenı́ je po-
dobně jako u rychlé Fourierovy transformaceO(N log2N). Dále budeme požadovat,
aby DTWT byla ortogonálnı́ a tı́m také invertibilnı́ — jinými slovy, vyjádřı́me DTWT
v maticovém tvaru10
ŝ1

ŝ2
...
ŝN


︸ ︷︷ ︸

výstup

=


w11 w12 . . . w1,N

w21 w22 . . . w2,N
...

...
. . .

...
wN,1 wN,2 . . . wN,N


︸ ︷︷ ︸

W


s1

s2
...
sN


︸ ︷︷ ︸

vstup

. (6.1)

9. Zkratka DTWT znamená discrete-time wavelet transform a zdůrazňuje skutečnost, že se
jedná o transformaci časově diskretizovaného (vzorkovaného) signálu podobně jako FFT.
10. Skutečně použı́vaný algoritmus, jehož podstata bude vysvětlena dále v sekci 6.3, se však
lišı́ od prostého maticového násobenı́ s počtem operacı́ násobenı́ O(N2).
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Budeme požadovat, aby matice W reprezentujı́cı́ transformaci byla regulárnı́ a matice
k nı́ inverznı́ byla rovna matici transponované,

W−1 = W T . (6.2)

Existuje mnoho transformacı́ typu (6.1), waveletová transformace se zabývá takovými
typy, jimž odpovı́dajı́cı́ báze jsou — na rozdı́l od sinů a kosinů ve fourierovské bázi
e±2πift — lokalizovány v čase, jak bylo naznačeno v úvodu. Pro DTWT to znamená,
že matice W bude řı́dká (v každém řádku a sloupci obsahovat jen ”několik málo“
nenulových komponent), na rozdı́l od diskrétnı́ fourierovské matice (5.66), jejı́ž prvky
jsou obecně nenulové všechny.

Zavedeme nynı́ z praktického hlediska důležitou třı́du waveletových transformacı́
definovaných pomocı́ tzv. filtračnı́ch koeficientů, poprvé popsanou belgickou mate-
matičkou INGRID DAUBECHIES, konkrétně typ Daub4 (čı́slo 4 udává počet filtračnı́ch
koeficientů, jež budou zavedeny v následujı́cı́ch odstavcı́ch).
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Uvažujme čtyři reálná čı́sla c0, c1, c2, c3 a matici zkonstruovanou z nich následujı́cı́m
způsobem (nulové komponenty matice nejsou explicitně vypsány a jsou nahrazeny
prázdnými pozicemi):

ŝ1
ŝ2
ŝ3
ŝ4
...

ŝN−3

ŝN−2

ŝN−1

ŝN


=



c0 c1 c2 c3
c0 c1 c2 c3
c0 c1 c2 c3
c0 c1 c2 c3

...
...

...
. . . . . . . . . . . .

c0 c1 c2 c3
c3 c0 c1 c2
c2 c3 c0 c1
c1 c2 c3 c0





s1
s2
s3
s4
...

sN−3

sN−2

sN−1

sN


. (6.3)

Kdybychom položili c0 = c1 = c2 = c3 = 1
4 , dostali bychom výstupnı́ signál

v sloupečku na levé straně rovný vstupnı́mu signálu ze sloupečku na pravé straně
vyhlazenému přes čtyři sousednı́ vzorky.11

11. Poslednı́ čtyři řádky matice jsou cyklicky ”přetočeny“ na začátek, což znamená, že
vstupnı́ signál by měl mı́t periodické počátečnı́ podmı́nky; to se dá vždy zajistit dodefinovánı́m
dostatečného počtu vzorků na začátku a konci signálu nulami.
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Matice ve vztahu (6.3) reprezentuje vyhlazujı́cı́ filtr konvolučnı́ho typu (5.67), který
ze signálu odstranı́ detaily kratšı́ než čtyři vzorky a jehož výstupem je vyhlazený sig-
nál na levé straně. V přı́padě všech čtyř koeficientů rovných 1

4 by se jednalo o prostý
klouzavý aritmetický průměr. Kdybychom naopak vzali mı́sto filtru definovaného
koeficienty c0, c1, c2, c3 filtr definovaný koeficienty c3,−c2, c1,−c0 (pořadı́ koefi-
cientů je obráceno a každý sudý má opačné znaménko), bude jeho účinek opačný:
pro konstantnı́ signál dostaneme zřejmě nulový výstup, pro měnı́cı́ se signál naopak
obecně nenulový výstup. Takový filtr bude ze signálu extrahovat detaily ve smyslu
doplňkových informacı́ k výstupu vyhlazenému filtrem c0, c1, c2, c3, budeme je proto
v dalšı́m nazývat detailnı́m filtrem.12 Kdybychom v matici (6.3) nahradili vyhlazujı́cı́
filtr detailnı́m filtrem, dostali bychom ve sloupečku na levé straně detaily signálu ze
sloupečku na pravé straně.

Nynı́ oba popsané filtry, vyhlazujı́cı́ a detailnı́, zkombinujeme do jediné matice za
cenu přeškálovánı́ vyhlazeného i detailnı́ho signálu na polovičnı́ délku.

12. V kontextu teorie zpracovánı́ signálu se oba filtry nazývajı́ kvadraturnı́mi zrcadlovými
filtry.
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V matici (6.3) a v odpovı́dajı́cı́ch pozicı́ch výstupnı́ho signálu ve sloupečku na levé
straně (6.3) škrtneme všechny sudé řádky (tato operace se nazývá decimace), a uprázd-
něné řádky v matici nahradı́me detailnı́m filtrem c3,−c2, c1,−c0 působı́cı́m na stejné
vzorky signálu jako předcházejı́cı́ vyhlazujı́cı́ filtr, tj. všechny čtyři koeficienty de-
tailnı́ho filtru budou ležet přesně pod koeficienty předcházejı́cı́ho vyhlazujı́cı́ho filtru.
Výsledek bude vypadat takto:



ŝ1
ŝ2
ŝ3
ŝ4
...

ŝN−3

ŝN−2

ŝN−1

ŝN


=



c0 c1 c2 c3
c3 −c2 c1 −c0

c0 c1 c2 c3
c3 −c2 c1 −c0

...
...

...
. . . . . . . . . . . .

c0 c1 c2 c3
c3 −c2 c1 −c0

c2 c3 c0 c1
c1 −c0 c3 −c2


︸ ︷︷ ︸

FN



s1
s2
s3
s4
...

sN−3

sN−2

sN−1

sN


. (6.4)
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Výstupem na levé straně (6.4) je vyhlazený signál decimovaný na polovičnı́ délku
na lichých pozicı́ch (ŝ1, ŝ3, . . . , ŝN−3, ŝN−1) a doplňujı́cı́ detailnı́ signál obsažený
rovněž v polovičnı́m počtu vzorků na sudých pozicı́ch (ŝ2, ŝ4, . . . , ŝN−2, ŝN ).

Matice FN v (6.4) musı́ splňovat podmı́nku ortogonality (6.2); snadno se ověřı́, že to
nastane právě tehdy, když filtračnı́ koeficienty budou splňovat dvě rovnice

c2
0 + c2

1 + c2
2 + c2

3 = 1 ,
c0c2 + c1c3 = 0 .

(6.5)

Mı́sto toho, abychom explicitně specifikovali hodnoty koeficientů vyhlazujı́cı́ho filtru,
jak jsme zkusmo učinili bezprostředně za rovnicı́ (6.3), využijeme zbylé dva stupně
volnosti naopak k určenı́ nejprve detailnı́ho filtru, a teprve na jeho základě filtru
vyhlazujı́cı́ho. Konkrétně budeme požadovat, aby detailnı́ filtr c3,−c2, c1,−c0 měl
určité tzv. nulové momenty. Má-li filtr nulových prvnı́ch p momentů, znamená to, že
akce filtru na signál tvořený polynomy nultého, prvnı́ho, . . . , (p − 1)-ho stupně dá
nulu.
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Proto budeme požadovat prvnı́ dva momenty detailnı́ho filtru nulové (p = 2), čı́mž
dostaneme zbývajı́cı́ dvě rovnice:

c3 − c2 + c1 − c0 = 0 ,
0c3 − 1c2 + 2c1 − 3c0 = 0 .

(6.6)

Tyto podmı́nky znamenajı́, že pokud je signál konstantnı́ nebo lineárně se měnı́cı́, je
detailnı́ signál extrahovaný z něj detailnı́m filtrem roven nule.

Soustava čtyř rovnic pro čtyři neznámé (6.5) a (6.6) má jednoznačné (až na pravolevou
reverzi) řešenı́

c0 =
1 +
√

3
4
√

2
.= +0.48296291314453416 ,

c1 =
3 +
√

3
4
√

2
.= +0.83651630373780794 ,

c2 =
3−
√

3
4
√

2
.= +0.22414386804201339 ,

c3 =
1−
√

3
4
√

2
.= −0.12940952255126037 .

(6.7)
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Řešenı́ (6.7) definuje filtr nazývaný Daub4. Počet nulových momentů p, a tı́m i počet
filtračnı́ch koeficientů rovný 2p lze měnit. Pro p = 1 bychom dostali dvoukoefici-
entový filtr typu Daub2 (totožný s tzv. Haarovým–Welchovým filtrem),13 hodnoty
koeficientů pro p až do hodnoty 10, tj. typu Daub6, Daub8, . . . , Daub20, lze najı́t
např. v [Burrus et al., 1998].

Odvod’te podmı́nky ortogonality (6.5).

13. Podmı́nky ortogonality (6.5) se v přı́padě Daub2 redukujı́ na jedinou rovnici c20 + c21 = 1,
podmı́nky vymizenı́ momentů (6.6) se redukujı́ na jedinou podmı́nku c1 − c0 = 0 zajišt’ujı́cı́
vymizenı́ jediného (nultého) momentu, tj. vymizenı́ akce filtru pouze pro konstantnı́ polynom.
Řešenı́ této soustavy je triviálnı́ a dá (až na pravolevou reverzi) c0 = −c1 =

√
2/2.
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6.3. Diskrétnı́ waveletová transformace Daub4

Waveletová transformace typu Daub4 je definována hierarchickou aplikacı́ matice (6.4)
s filtračnı́mi koeficienty (6.7) na vstupnı́ signál. Konkrétnı́ algoritmus vypadá násle-
dovně:

1. Sloupeček s N vzorky vstupnı́ho signálu s1, s2, . . . , sN násobı́me zleva or-
togonálnı́ maticı́ FN o rozměru N ×N z (6.4).

2. N/2 koeficientů jedenkrát vyhlazeného (a decimovaného) signálu přeskupı́me
z lichých pozic na prvnı́ch N/2 pozic, N/2 koeficientů detailnı́ho signálu
přeskupı́me ze sudých pozic na zbývajı́cı́ch N/2 pozic.

3. Na prvnı́ch N/2 pozic obsahujı́cı́ch jedenkrát vyhlazený signál aplikujeme
ortogonálnı́ matici FN/2 z (6.4), avšak polovičnı́ho rozměru N/2 × N/2;
zbylých N/2 koeficientů detailnı́ho signálu z bodu 2 podržı́me beze změny.

4. N/4 dvakrát vyhlazených koeficientů přeskupı́me na prvnı́ch N/4 pozic, na
dalšı́ch N/4 pozic dáme ”detaily z jednou vyhlazeného“ signálu, zbývajı́cı́ch
N/2 (detailů původnı́ho signálu) zůstává nezměněných z bodu 2.
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5. Na prvnı́chN/4 pozic dvakrát vyhlazeného (a decimovaného) signálu apliku-
jeme ortogonálnı́ matici FN/4 z (6.4), avšak čtvrtinového rozměruN/4×N/4.

6. N/8 třikrát vyhlazených (a decimovaných) koeficientů přeskupı́me na prvnı́ch
N/8 pozic, na dalšı́ch N/8 pozic dáme ”detaily z dvakrát vyhlazeného“
signálu, zbývajı́cı́ch N/4 pozic (detailů jednou vyhlazeného signálu) a N/2
pozic (detailů původnı́ho signálu) zůstává nezměněných z bodů 2 a 4.

7. Tuto proceduru opakujeme dokud nedostaneme triviálnı́ počet (obvykle 2
nebo 1) koeficientů ”vyhlazeného z vyhlazeného . . . z vyhlazeného“ signálu.

Popsaná procedura se nazývá pyramidálnı́ algoritmus [Press et al., 1997a]. Nynı́ je
zřejmé, proč je nutné, aby vstupnı́ signál byl vzorkován na počet vzorků N = 2M ,
kde M ∈ N. Zároveň je jasný počet operacı́ O(N log2N): v každém stupni pyra-
midálnı́ho algoritmu provedeme O(N) násobenı́, přičemž počet stupňů pyramidy je
O(log2N). Pyramidálnı́ algoritmus je pro délku signáluN = 16 názorně demonstro-
ván diagramem znázorněným na obrázku 14.
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Ortogonálnı́ matice FN/2,FN/4,FN/8, . . . ,F4 postupně redukované na polovinu a
vystupujı́cı́ v pyramidálnı́m algoritmu lze chápat jako submatice umı́stěné v levém
hornı́m rohu plné matice FN a doplněné na plnou velikost N × N jedničkami na
diagonále a nulami na ostatnı́ch pozicı́ch, např. matice F8 doplněná na N ×N je

F̃8 =


F8

1
nuly

nuly

. . .
1


︸ ︷︷ ︸

N×N

. (6.8)

Ortogonalita takto doplněných matic F̃N ≡ FN , F̃N/2, F̃N/4, F̃N/8, . . . , F̃4 je zřejmá.
Operaci přeskupovánı́ vyhlazených a detailnı́ch koeficientů lze rovněž popsat pomocı́
ortogonálnı́ch matic PN ,PN/2,PN/4, . . . ,P4, jež lze doplnit na ortogonálnı́ matice
P̃N ≡ PN , P̃N/2, P̃N/4, . . . , P̃4 plné velikosti N ×N analogicky jako v (6.8).
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Obrázek 14: Diagramatický popis pyramidálnı́ho algoritmu waveletové transformace pro N = 16. Kom-
ponenty výsledné waveletové transformace jsou vyznačeny tučným řezem. Po prvnı́ aplikaci (6.4) a přeskupenı́
zı́skáme osm detailnı́ch koeficientů d1, . . . , d8 tvořı́cı́ch druhou polovinu waveletové transformace (šipka 1), po
druhé aplikaci (6.4) na hornı́ polovinu a přeskupenı́ zı́skáme čtyři detaily z vyhlazenı́ D1, . . . , D4 tvořı́cı́ druhou
čtvrtinu waveletové transformace (šipka 2), po třetı́ aplikaci (6.4) na hornı́ čtvrtinu a přeskupenı́ zı́skáme dva detaily
z vyhlazených vyhlazenı́ D1,D2 tvořı́cı́ druhou osminu waveletové transformace (šipka 3) a dva koeficienty škálo-
vacı́ funkce S1,S2 tvořı́cı́ prvnı́ osminu waveletové transformace (šipka 4). Ve sloupečku zcela vpravo je vypsána
výsledná waveletová transformace sestávajı́cı́ shora dolů ze dvou koeficientů škálovacı́ funkce S1,S2 reprezentu-
jı́cı́ třikrát vyhlazenou hodnotu vstupnı́ho signálu a ze třı́ úrovnı́ detailů (od nejhrubšı́ch po nejjemnějšı́) D1,D2,
D1, . . . , D4, d1, . . . , d8.
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Např. ortogonálnı́ přeskupovacı́ matice P8 a jejı́ doplněnı́ na P̃8 majı́ tvar

P8 =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1


, P̃8 =


P8

1
nuly

nuly

. . .
1


︸ ︷︷ ︸

N×N

. (6.9)

Celý pyramidálnı́ algoritmus pak můžeme popsat jako násobenı́ sloupečku se vzorky
vstupnı́ho signálu zleva posloupnostı́ ortogonálnı́ch matic

P̃4F̃4 · · · P̃N/4F̃N/4P̃N/2F̃N/2P̃N F̃N︸ ︷︷ ︸
W


s1

s2
...
sN

 . (6.10)
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Výsledná waveletová matice W daná součinem ortogonálnı́ch matic je pak sama
také ortogonálnı́, jak jsme požadovali v úvodu. Je však nutné upozornit, že maticový
přı́stup, jehož počet operacı́ je O(N2), byl použit pouze k důkazu ortogonality a pro
skutečnou implementaci je tedy přı́liš pomalý; vtip pyramidálnı́ho algoritmu je, jak
jsme ukázali dřı́ve, v rychlosti algoritmu dané počtem operacı́ O(N log2N).14

Detailnı́ch koeficienty všech úrovnı́ (tj. všechny koeficienty až na prvnı́ dva; na ob-
rázku 14 jsou označeny jako různými variantami pı́smene ”d“) se nazývajı́ waveletové
koeficienty, zatı́mco poslednı́ dva koeficienty15 označené na obrázku 14 jako S1 a S2

se nazývajı́ koeficienty škálovacı́ funkce.16 Popsaný přı́stup se nazývá multiresolution
analysis [Walker, 1999].

14. Faktor urychlenı́ definovaný jako poměr počtu operacı́ obou přı́stupů je O(N/ log2N).
Pro N ≈ 106, což odpovı́dá ∼ 20 s hudby v CD kvalitě, je faktor urychlenı́ ∼ 5 × 104.
Výpočetnı́mu času ∼1 s pomocı́ pyramidálnı́ho algoritmu by odpovı́dalo mnoho hodin mati-
cového násobenı́!
15. Přı́padně jediný poslednı́ koeficient; záležı́ na tom, zda pyramidálnı́ algoritmus prodlou-
žı́me ještě o dalšı́ stupeň.
16. Často se termı́n waveletové koeficienty volně užı́vá pro označenı́ všech koeficientů pře-
transformovaného signálu, typu ”d“ i S.
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K inverzi popsané DTWT stačı́ obrátit pyramidálnı́ algoritmus: začne se na nejmenšı́
škále a diagram znázorněný na obrázku 14 se projde zprava doleva. Waveletová
transformace se dá, podobně jako Fourierova transformace v sekci 5.2.4 Kapitoly 5,
zobecnit na dvourozměrný nebo vı́cerozměrný přı́pad [Press et al., 1997a, Walker,
1999]. Dvourozměrné wavelety se použı́vajı́ ve zpracovánı́ digitálnı́ho obrazu a hrajı́
tak důležitou roli mj. v medicı́nské diagnostice.
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6.4. Jak vypadajı́ wavelety a škálovacı́ funkce?

Nynı́ bychom rádi viděli, jak vlastně vypadajı́ bázové funkce — wavelety a škálovacı́
funkce — jakožto analogie sinusovek a kosinusovek komplexnı́ exponenciely e±2πift.
Libovolný signál o délce N můžeme vyjádřit v triviálnı́ ortogonálnı́ bázi tvořené N
jednotkovými vektory o délce N

e1 =


1
0
...
0
0

 , e2 =


0
1
...
0
0

 , . . . , eN−1 =


0
0
...
1
0

 , eN =


0
0
...
0
1

 (6.11)

takto:
s1

s2
...
sN

 =
(
e1, e2, . . . , eN

)︸ ︷︷ ︸
jednot. matice N ×N


s1

s2
...
sN

 . (6.12)
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Tentýž signálový vektor lze vyjádřit v jiné (netriviálnı́) bázi w1,w1, . . . ,wN odpo-
vı́dajı́cı́ hodnotám ŝj transformovaným pomocı́ (6.1), tj.
s1

s2
...
sN

 =
(
w1,w2, . . . ,wN

)

ŝ1

ŝ2
...
ŝN

 . (6.13)

Porovnánı́m (6.12), (6.13) a s využitı́m vztahu (6.1) dostáváme ihned(
e1, e2, . . . , eN

)
=
(
w1,w2, . . . ,wN

)
W , (6.14)

a s využitı́m (6.2) pak(
w1,w2, . . . ,wN

)
=
(
e1, e2, . . . , eN

)︸ ︷︷ ︸
jednotková matice

W T . (6.15)

Uvědomı́me-li si, že triviálnı́ bázové vektory sestavené do řádku tvořı́ jednotkovou
matici, vidı́me, že můžeme rovnou psát(
w1,w2, . . . ,wN

)
≡W T . (6.16)
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Bázové vektory wj jsou tvořeny sloupci transponované transformačnı́ matice W T,
neboli řádky transformačnı́ matice W . Odtud také plyne postup výpočtu vektorů nové
báze w1,w2, . . . ,wN : jednoduše pomocı́ inverznı́ DTWT zobrazı́me signálový vek-
tor odpovı́dajı́cı́ postupně vektorům triviálnı́ báze (6.11). Tento postup byl uplatněn
při konstrukci grafů na obrázku 15 znázorňujı́cı́m přı́klady waveletů a škálovacı́ch
funkcı́ pro typ Daub2, Daub4, Daub10 a Daub20, jenž byly připraveny s pomocı́ pro-
gramu powersp [Hledı́k, 2007] implementujı́cı́ho waveletové rutiny z kolekce [Press
et al., 1997a].

V praxi se použı́vajı́ dalšı́ druhy waveletové transformace, např. typu Coiflet, Lemarie,
B-spline a jiné, jejichž popis ležı́ za možnostmi tohoto stručného úvodu. Bližšı́ poučenı́
lze najı́t v [Burrus et al., 1998, Percival a Walden, 2000].
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(. . . popis k obrázku na předchozı́ straně)

Obrázek 15: Ukázka diskrétnı́ch waveletů a škálovacı́ch funkcı́ o délceN = 1024 pro typy
(zleva doprava) Daub2 (Haar–Welch), Daub4, Daub10 a Daub20. Dvě hornı́ řady obsahujı́
škálovacı́ funkce w1,w2, ostatnı́ řady pak vybrané wavelety (w4,w5,w10,w22,w54). Také
ostatnı́ wavelety majı́ stejný tvar (bráno shora dolů), lišı́ se různou pozicı́ na horizontálnı́ ose a
škálou (rozlišenı́m). Střednı́ hodnota škálovacı́ch funkcı́ je nenulová, zatı́mco střednı́ hodnota
waveletů je nulová (pro verifikaci je v grafech čárkovaně vyznačena nulová hodnota). Při
srovnávánı́ sloupců zleva doprava je patrná vzrůstajı́cı́ hladkost. Dvoukoeficientové wavelety
Daub2 v levém sloupci jsou nespojité a odpovı́dajı́ p = 1, tj. nechávajı́ vymizet detaily
pouze při konstantnı́m signálu. Hodı́ se pro transformaci nespojitých signálů à la Houston
Skyline [Burrus et al., 1998]. Čtyřkoeficientové wavelety Daub4 v druhém sloupci zleva, jež
jsme využili k zavedenı́ waveletové transformace, jsou spojité, odpovı́dajı́ p = 2, tj. dávajı́
nulové detaily při lineárně se měnı́cı́m signálu, a majı́ bizarnı́ tvary a zajı́mavé matematické
vlastnosti. Mohou napřı́klad reprezentovat po částech lineárnı́ funkci libovolných směrnic —
ve správné kombinaci se všechny hroty patrné na waveletech vyrušı́. Desetikoeficientové
wavelety Daub10 ve třetı́m sloupci zleva odpovı́dajı́ p = 5 (vymizı́ nultý až čtvrtý moment, tj.
dávajı́ nulové detaily při nejvýše kvarticky se měnı́cı́m signálu). Konečně dvacetikoeficientové
wavelety Daub20 v pravém sloupci odpovı́dajı́ p = 10 (vymizı́ nultý až devátý moment, tj.
dávajı́ nulové detaily při signálu měnı́cı́m se podle polynomu až devátého stupně). Čı́m
je vstupnı́ signál hladšı́, tı́m je vhodnějšı́ pro reprezentaci vı́cekoeficientovou waveletovou
transformacı́. Neznamená to ale, že čı́m vı́ce koeficientů, tı́m lépe; např. Daub4 je efektivnějšı́
při reprezentaci po částech lineárnı́ch signálů než DaubN pro N ≥ 6.
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6.5. Nástin aplikace waveletové transformace ve zpracovánı́ signálu

Waveletová transformace se v praktickém zpracovánı́ signálu použı́vá hlavně ke
dvěma úzce souvisejı́cı́m postupům — kompresi dat a odstraňovánı́ šumu [Walker,
1999]. Jelikož se zde nelze pouštět do systematického výkladu, budeme pouze de-
monstrovat podstatu waveletového odstraňovánı́ šumu ze signálu na přı́kladu, včetně
srovnánı́ s metodou založenou na FFT.

Nejprve ukážeme, že ortogonálnı́ waveletová transformace (6.1) zachovává energii
signálu definovanou pro diskrétnı́ reálný signál17

E =
N∑
k=1

s2
k =

(
s1, s2, . . . , sN

)

s1

s2
...
sN

 = sTs , (6.17)

kde sT ≡ (s1, s2, . . . , sN ) je řádek transponovaný ke sloupečku s .

17. Ve fyzice je energie či intenzita obvykle úměrná kvadrátu odpovı́dajı́cı́ dynamické pro-
měnné. Vhodnou volbou jednotek energie vždy můžeme dosáhnout rovnosti kvadrátu dyna-
mické proměnné.
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Toto tvrzenı́ je přı́mým důsledkem ortogonality transformačnı́ matice (6.2), jelikož
pro energii transformovaného signálu můžeme psát

Ê = ŝTŝ = sT W TW︸ ︷︷ ︸
I

s = sTs = E . (6.18)

Dále definujme energetickou mapu vyjadřujı́cı́ rozdělenı́ energie ve vzorcı́ch signálu.
Energetickou mapu dostaneme tak, že kvadráty jednotlivých vzorků s2

k uspořádáme
sestupně podle velikosti a z takto definované uspořádané posloupnosti ε1, ε2, . . . , εN
vytvořı́me relativnı́ částečné součty

Ej ≡
(∑j

k=1 εk

)
/E , j = 1, 2, . . . , N . (6.19)

Energetická mapa nenulového signálu (jenž má alespoň jeden vzorek nenulový) je
neklesajı́cı́ posloupnostı́ čı́sel mezi 0 a 1,

0 < E1 ≤ E2 ≤ · · · ≤ EN = 1 , (6.20)

a podle rychlosti, jakou se přibližuje k jedničce, lze usuzovat na lokalizaci energie ve
vzorcı́ch. Posloupnost Ej nejprve prudce stoupá (započı́tává největšı́ energie), posléze
se jejı́ směrnice zmenšuje a zezdola konverguje k jedničce. Čı́m má energetická
mapa zpočátku strmějšı́ průběh, tı́m vı́ce je energie lokalizována (kompaktifikována)
v menšı́m počtu vzorků.
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Diskrétnı́ waveletová transformace typu Daub má schopnost zvyšovat kompaktifikaci
energie. Znamená to, že jestliže v původnı́m signálu dosáhne hladina energie EL např.
99 % z celkové energie E pro nějaké 1 ≤ L ≤ N , pak po waveletové transformaci
dosáhne hladina stejné úrovně pro 1 ≤ L̂ < L, jinými slovy, 99 % energie signálu
je po waveletové transformaci signálu ”zahuštěno“ v méně (L̂) vzorcı́ch, než je tomu
u původnı́ho signálu (vL vzorcı́ch). Tuto důležitou vlastnost demonstruje obrázek 16.
Mı́ra kompaktifikace závisı́ na několika faktorech, mj. např. na výběru typu wave-
letové transformace. Obecně platı́ (viz obrázek 15), že pro reprezentaci nespojitých
signálů (jako náš testovacı́ obdélnı́kový signál) dávajı́ lepšı́ výsledky wavelety Daub
s menšı́m počtem koeficientů (zde konkrétně ”krabicovité“ Daub2), a pro reprezen-
taci hladkých signálů dávajı́ lepšı́ výsledky hladké wavelety Daub s většı́m počtem
koeficientů (zde konkrétně Daub20). To je ilustrace waveletového přı́stupu, kdy podle
typu signálu (např. jeho hladkosti) vybı́ráme vhodnou waveletovou bázi, v nı́ž bude
signál optimálně reprezentován.
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Obrázek 16: Energetické mapy tes-
tovacı́ch signálů z obrázku 10. Řady
i sloupce odpovı́dajı́ obrázku 10, tj. v le-
vém sloupci jsou energetické mapy pro
nespojitý ”obdélnı́kový“ signál, v pra-
vém sloupci pro spojitý hladký signál;
řady shora dolů odpovı́dajı́ původnı́mu
čistému signálu, úzkopásmové konta-
minaci sinusovkou 100 Hz a široko-
pásmové kontaminaci bı́lým šumem.
Čárkovaně jsou vyznačeny průběhy Ej
pro netransformovaný signál, plně pro
signál transformovaný. (Nespojitý sig-
nál byl transformován pomocı́ Daub2,
jež se lépe hodı́ pro tento druh sig-
nálu, zatı́mco hladký spojitý signál byl
transformován pomocı́ Daub20 — viz
diskuse v popisu obrázku 15). Trans-
formované signály majı́ mnohem většı́
kompaktifikaci energie než původnı́
signály.
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Vrat’me se k záměru odstraněnı́ šumu z testovacı́ch signálů na obrázku 10. Idea je velmi
jednoduchá — nejprve se pomocı́ waveletové transformace kompaktifikuje energie
signálu do relativně malého počtu vzorků. Poté se provede tzv. prahovánı́ (threshol-
ding), kdy se z transformovaného signálu odstranı́ vzorky, jejichž absolutnı́ hodnota
je menšı́ než práh (threshold) T > 0, a jejichž počet je roven čı́slu L̂ odpovı́dajı́cı́mu
podle energetické mapy zadanému procentu energie.18 Jelikož energie šumu, jehož
amplituda je menšı́ než charakteristická amplituda signálu, je koncentrována do ma-
lých (podprahových) vzorků, a naopak, jelikož energie signálu je kompaktifikována
do malého počtu relativně velkých vzorků, dojde k potlačenı́ šumové kontaminace.
Prahovánı́ lze provést selektivně pro každou úroveň pyramidálnı́ho algoritmu počı́naje
koeficienty škálovacı́ funkce přes postupně se zjemňujı́cı́ detaily (viz obrázek 14).
Tento přı́stup implementuje program foufires z kolekce [Hledı́k, 2007].

18. Popsaný algoritmus je tzv. tvrdé prahovánı́ (hard thresholding). Existuje několik druhů
měkkého prahovánı́ (soft thresholding), při němž se podprahové vzorky potlačı́ méně nespo-
jitým způsobem. Podrobně viz [Walker, 1999, Burrus et al., 1998].
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Obrázek 17: Výsledek odstraňovánı́ šumu waveletovým prahovánı́m. V hornı́ řadě jsou pro srovnánı́ zopa-
kovány původnı́, nekontaminované signály z hornı́ řady obrázku 10. Prostřednı́ a dolnı́ řada odpovı́dajı́ prostřednı́
a dolnı́ řadě na obrázku 10 po aplikaci waveletového prahovánı́. Výsledky pro hladký signál jsou srovnatelné nebo
mı́rně lepšı́, u nespojitého signálu je výsledek zřetelně lepšı́.
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Po prahovánı́ se obnovı́ signál pomocı́ inverznı́ waveletové transformace. Obnovený
signál bude ”chudšı́“ o malé procento energie převážně šumových složek. Výsledek
aplikace prahovánı́ na testovacı́ signály z obrázku 10 je demonstrován na obrázku 17.

Shrnutı́ kapitoly: Naučili jste se dalšı́ důležité numerické metodě – waveletové
analýze.

Dalšı́ zdroje:
• Pro počátečnı́ studium doporučujeme knihu [Walker, 1999].
• Hlubšı́ záběr majı́ knihy [Burrus et al., 1998, Percival a Walden, 2000]
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7. Poznámky
7.1. Proč nesignalizuje prvnı́ bit mantisy speciálnı́ čı́slo?

V přı́padě báze β = 10 by mohla být použit pro signalizaci nuly nebo subnormálnı́ch
čı́sel nulovost prvnı́ho bitu mantisy. Tuto techniku však nelze použı́t v přı́padě β = 2
kvůli skrývánı́ prvnı́ho bitu normalizovaných čı́sel, který může být roven pouze 1.
Přı́znakem speciálnı́ho čı́sla je vyhrazená speciálnı́ hodnota exponentu, tj. 00 . . . 0
nebo 11 . . . 1.

7.2. Strojové ε−
Strojové ε− je definováno jako nejmenšı́ kladné FP čı́slo, pro které platı́ 1− ε− < 1,
nebo jinak, 1 − ε− je nejbližšı́ FP čı́slo menšı́ než 1. V binárnı́ IEEE aritmetice je
strojové epsilon ε− = 2−dm−1 = ε/2 (při použitı́ skrytého bitu) a ε− = 2−dm = ε/2
(bez použitı́ skrytého bitu).

Analogicky strojové epsilon na intervalu 〈2n, 2n+1) je 2nε, speciálně pro n = −1 je
na intervalu 〈1/2, 1) ε− = ε/2.
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7.3. Jak jsou matice uloženy v paměti?

Jazyk C Flexibilnı́ způsob reprezentace matic v jazyce C je pointer na pole pointerů,
tak jak je implementován ve vysokoúrovňových funkcı́ch pro dynamickou
alokaci a dealokaci paměti v souboru nrutil.c v [Press et al., 1997a]. Matice
jsou ukládány po řádcı́ch.

Přı́klad alokace paměti
s použitı́m rutiny matrix:

float **m;
/* matice 3 ř./5 sl. */
m=matrix(0,2,0,4);
...
free_matrix(m,0,2,0,4);

Funkce z nrutil.c umožňujı́ snadné definovánı́ vektorů, matic, resp. třı́di-
menzionálnı́ch matic s libovolným rozsahem indexů. Např. v předcházejı́cı́m
kódu je mı́sto zero-offset matice m výhodnějšı́ použı́t unit-offset matici:

float **m;
/* matice 3 ř./5 sl. */
m=matrix(1,3,1,5);
...
free_matrix(m,1,3,1,5);

Detailnı́ výklad alokace paměti pro jedno- až třı́-
rozměrná pole podává sekce 1.2 knihy [Press et al.,
1997a].

http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c1-2.pdf
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Fortran 90/95 Jsou podporována až sedmirozměrná pole [Metcalf a Reid, 1999]. Na
rozdı́l od jazyka C jsou ve Fortranu 90/95 pole ukládána v takovém pořádku,
že prvnı́ index se měnı́ nejrychleji, poslednı́ nejpomaleji. Pro dvourozměrná
pole (matice) to znamená, že jsou ukládána po sloupcı́ch. Přı́kaz

REAL, DIMENSION(3,5) :: m

deklaruje unit-offset matici m s 3 řádky a 5 sloupci; zatı́mco zero-offset matice
téže velikosti by byla deklarována přı́kazem

REAL, DIMENSION(0:2,0:4) :: m

Detailnı́ výklad alokace paměti pro vı́cerozměrná pole podává [Metcalf a
Reid, 1999].
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8. Numerické knihovny
8.1. Svobodný software
GSL (GNU Scientific Library) Všeobecná knihovna pro C a C++. Dostupné na http://

www.gnu.org/software/gsl/. Šı́řeno pod licencı́ GPL (GNU Public Licence).
LINPACK (LINear algebra PACKage) Knihovna pro lineárnı́ algebru vyvinutá v Ara-

gonne National Laboratories.
LAPACK (Linear Algebra PACKage) Následovnı́k knihovny LINPACK.
BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines) Knihovna pro lineárnı́ algebru.

8.2. Komerčnı́ software
NR (Numerical Recipes) Všeobecná knihovna dodávaná ve formě zdrojových kódů v udržo-

vaných jazykových mutacı́ch C, Fortran 77, 90, C++; v neudržovaných staršı́ch ver-
zı́ch taky pro Pascal a BASIC. Dokumentace (knihy [Press et al., 1997a,Press et al.,
1997b, Press et al., 1997c]) jsou dostupné online na http://www.nr.com/.

NAG libraries (Numerical Algorithm Group) Všeobecná knihovna.
IMSL ??
CERN Dokumentace dostupná online na

http://wwwasdoc.web.ch/wwwasdoc.cernlib.html.

http://www.gnu.org/software/gsl/
http://www.gnu.org/software/gsl/
http://www.nr.com/
http://wwwasdoc.web.ch/wwwasdoc.cernlib.html
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9. Popisy a zdrojové texty přı́kladů
Krátké zdrojové texty jsou zobrazeny přı́mo; předcházı́ jim stručný popis a ’neonový box‘
s názvem, z něhož lze program kliknutı́m spustit, např. char2ascii nı́že. Někdy je vypuštěn
popis, spouštı́ se stejným způsobem, např. storeprt. Dlouhé zdrojové texty nejsou zobrazeny,
lze je prohlı́žet kliknutı́m na ’neonový box‘ s názvem a spouštět kliknutı́m na symbol ù vlevo
od názvu, např. longsum. Jakýkoli název v popisu v ’neonové barvě‘ je prohlı́žecı́ link.

9.1. Ke kapitole 1

char2ascii Program zobrazı́ ASCII kód zadaného znaku v decimálnı́, oktalové a hexade-
cimálnı́ soustavě.
#include <stdio.h>
int main(void)
{

char a;
printf("%s","\nPlease input character: ");
scanf("%c",&a);
printf("ASCII code of character \’%c\’ is %3u (decimal)\n",a,a);
printf(" %3o (octal)\n",a);
printf(" %2X (hexadecimal)\n",a);
return 0;

}
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charaddr Program zobrazı́ adresu (v hexadecimálnı́m tvaru), na kterou v době běhu umı́stil
zadaný znak.
#include <stdio.h>
int main(void)
{

char a;
printf("%s","\nPlease input character: ");
scanf("%c",&a);
printf("Character \’%c\’ is located at address %p\n",a,&a);
return 0;

}

straddr Program zobrazı́ hexadecimálnı́ adresy prvnı́ho a poslednı́ho znaku zadaného
řetězce. Je-li zadaný řetězec delšı́ než 8 znaků, bude ořı́znut.
#include <stdio.h>
#include <string.h>
int main(void)
{

char a[16];
unsigned int i;
printf("%s","\nPls input string of chars (will be truncated to 8 chars): ");
scanf("%8s",a);
printf("String length is: %u\n",(i=strlen(a)));
printf("Address of 1st/last char: %p / %p\n",a,a+i-1);
return 0;

}
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unsigover Program přičte zadané kladné celé čı́slo i k maximálnı́mu neznaménkovému
celému čı́slu zmenšenému o 3. Pro i > 3 dojde k přetečenı́.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

unsigned int k=UINT_MAX-3,i;
printf("\nMaximum unsigned int is: m = %u\n",k+3);
printf("The same - 3 is: k = %u\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf("%u",&i);
printf("Sum k + i = %u\n",k+i);
return 0;

}

unsigunder Varianta předchozı́ho přı́kladu: program odečte zadané kladné celé čı́slo i od neznaménkové 3.
Pro i > 3 dojde k podtečenı́.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

unsigned int k=3,i;
printf("\nMinimum unsigned int is: m = %u\n",k-3);
printf("The same + 3 is: k = %u\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf("%u",&i);
printf("Difference k - i = %u\n",k-i);
return 0;

}
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sigover Program přičte zadané kladné celé čı́slo i k maximálnı́mu znaménkovému celému
čı́slu zmenšenému o 3. Pro i > 3 dojde k přetečenı́.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

signed int k=INT_MAX-3,i;
printf("\nMaximum signed int is: m = %d\n",k+3);
printf("The same - 3 is: k = %d\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf("%d",&i);
printf("Sum k + i = %d\n",k+i);
return 0;

}

sigunder Varianta předchozı́ho přı́kladu: program odečte zadané kladné celé čı́slo i od minimálnı́ho znamén-
kového celého čı́sla zvětšeného o 3. Pro i > 3 dojde k podtečenı́.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

signed int k=INT_MIN+3,i;
printf("\nMinimum signed int is: m = %d\n",k-3);
printf("The same + 3 is: k = %d\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf("%d",&i);
printf("Difference k - i = %d\n",k-i);
return 0;

}
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unsig2sig Program přiřadı́ hodnotu zadaného neznaménkového celého čı́sla v proměnné
u do znaménkové celočı́selné proměnné s. Pozorujte chovánı́ programu v závislosti na tom,
jestli je v u hodnota nejvýše rovná nebo většı́ než maximálnı́ znaménkové celé čı́slo.
#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{

unsigned int u;
signed int s;
printf("\nInput pos. integer le/gt %d: u = ",INT_MAX);
scanf("%u",&u);
s=u;
printf("After conversion to signed: s = %d\n",s);
return 0;

}

byte sex Vypı́še endianitu systému v době běhu. Upraveno podle bytesex.c, c© 2001
Jan ”Yenya“ Kasprzak, ¡kas@fi.muni.cz¿).
#include <stdio.h>
int main(void)
{

union {int i; char c[sizeof(int)];} u;
u.i = 0; u.c[0] = 1;
puts(u.i == 1 ? "\nLittle Endian" : "\nBig Endian");
return 0;

}

<kas@fi.muni.cz>
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uintaddr Program vypı́še adresy, na něž v době běhu umı́stil neznaménkové celé čı́slo.

#include <stdio.h>
int main(void)
{

unsigned int a;
printf("%s","\nPlease input nonnegative number: ");
scanf("%u",&a);
printf("%u-bit number \’%u\’ occupies\naddresses "
"from %p to 0x%x\n",
8*sizeof(a),a,&a,((unsigned int)(&a+1))-1);
return 0;

}

sintaddr Program vypı́še adresy, na něž v době běhu umı́stil znaménkové celé čı́slo.

#include <stdio.h>
int main(void)
{

signed int a;
printf("%s","\nPlease input number: ");
scanf("%d",&a);
printf("%u-bit number \’%d\’ occupies\naddresses "
"from %p to 0x%x\n",
8*sizeof(a),a,&a,((unsigned int)(&a+1))-1);
return 0;

}
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epsilon Pro zadané kladné celé čı́slo p vypočte a zobrazı́ (1.0 ⊕ 2−p) 	 1.0 pro
jednoduchou a dvojnásobnou přesnost. Pro dostatečně veliké p je 2−p < ε a uvedený
výraz bude nulový. Metodou pokusu a omylu umožňuje stanovit strojové epsilon pro
obě přesnosti.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
int main(void)
{

float a;
double b;
int p;
printf("\n%s","Please provide exponent: ");
scanf("%d",&p);
a = 1.0f + (float)pow(2.0,-p);
printf("Single: %E\n",a-1.0);
b = 1.0 + pow(2.0,-p);
printf("Double: %E\n",b-1.0);
return 0;

}
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round Zadané čı́slo uložı́ do reálné proměnné v jednoduché přesnosti. Obsah proměnné pak zobrazı́. Vyzkou-
šejte čı́sla 1.0, 2.0, 1.1, 0.5, 0.0625, 0.6, 0.62 a podle vlastnı́ho výběru a pozorujte zaokrouhlovánı́.
#include <stdio.h>
int main(void)
{

float x;
printf("\n%s","Please provide a number: ");
scanf("%f",&x);
printf("Rounded to nearest FP: %.12f\n",x);
return 0;

}
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messy-c Ilustrace některých aritmetických ope-
racı́ s výsledky ±∞ a NaN; verze v C.

#include <stdio.h>
int main(void)
{

float a,b,c,d;
a=0.0;
b=-0.0;
printf("\na = %f, b = %f\n",a,b);
c=1.0/a;
d=1.0/b;
printf("1.0/a = %f, 1.0/b = %f\n",c,d);
printf("1.0/a + 1.0/b = %f\n",c+d);
printf("1.0/a - 1.0/b = %f\n",c-d);
printf("1.0/b - 1.0/a = %f\n",d-c);
printf("(1.0/a)/(1.0/b) = %f\n",c/d);
printf("(1.0/a)*(1.0/b) = %f\n",c*d);
printf("a*(1.0/a) = %f\n",a*c);
return 0;

}

messy-f Ilustrace některých aritmetických ope-
racı́ s výsledky ±∞ a NaN; verze ve Fortranu 90.

PROGRAM messy
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,c,d
a=0.0
b=-0.0
PRINT*
PRINT ’(a5,f9.6,a6,f9.6)’, &

" a = ", a, ", b = ", b
c=1.0/a
d=1.0/b
PRINT ’(a9,f9.6,a10,f10.6)’, &

" 1.0/a = ", c, ", 1.0/b = ", d
PRINT*, "1.0/a + 1.0/b = ", c+d
PRINT*, "1.0/a - 1.0/b = ", c-d
PRINT*, "1.0/b - 1.0/a = ", d-c
PRINT*, "(1.0/a)/(1.0/b) = ", c/d
PRINT*, "(1.0/a)*(1.0/b) = ", c*d
PRINT*, "a*(1.0/a) = ", a*c
STOP

END PROGRAM messy
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eps3single-optcpu Optimalizovaná verze (-O3) programu eps3single.

/* Code identical to eps3single.c. */

eps1double Verze programu eps1single ve dvojnásobné přesnosti.

/* Same as eps1single.c except of ’float’ -> ’double’. */

eps2double Verze programu eps2single ve dvojnásobné přesnosti.

/* Same as eps2single.c except of ’float’ -> ’double’. */

eps3double Verze programu eps3single ve dvojnásobné přesnosti.

/* Same as eps3single.c except of ’float’ -> ’double’. */

eps3double-optcpu Optimalizovaná verze (-O3) programu eps3double.

/* Same as eps3single.c except of ’float’ -> ’double’. */
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ù machar single Program pro diagnostiku FP parametrů systému v jednoduché
přesnosti podle [Press et al., 1997a]. Význam položek výstupu je uveden v rámečku
s popisem programu.

ù machar double Program pro diagnostiku FP parametrů systému ve dvojná-
sobné přesnosti podle [Press et al., 1997a]. Význam položek výstupu je uveden
v rámečku s popisem programu.

ù longsum Demonstrace dlouhé sumace při sestupném, vzestupném uspořádánı́
a při použitı́ Kahanovy sumačnı́ formule. Neoptimalizovaná verze (-O0).

ù longsum-O1 Demonstrace dlouhé sumace při sestupném, vzestupném uspořá-
dánı́ a při použitı́ Kahanovy sumačnı́ formule. Stupeň optimalizace -O1.

ù longsum-O2 Demonstrace dlouhé sumace při sestupném, vzestupném uspořá-
dánı́ a při použitı́ Kahanovy sumačnı́ formule. Stupeň optimalizace -O2.
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storeprt
PROGRAM storeprt
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4
PRINT*
PRINT*, x
IF ((1.0E+8 * x**2)==1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’

ELSE
PRINT*, ’Incorrect’

END IF
STOP

END PROGRAM storeprt

storeprt2
PROGRAM storeprt2
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4, epsilon=1.0E-7, w
PRINT*
PRINT*, x
w=1.0E+8 * x**2
IF (ABS(w-1.0) .LE. 0.5*epsilon*(ABS(w)+ABS(1.0))) THEN
PRINT*, ’Correct’

ELSE
PRINT*, ’Incorrect’

END IF
STOP

END PROGRAM storeprt2

quiz cor
PROGRAM quiz_cor
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0/2.0
PRINT*
IF ((2.0*x) .EQ. 1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’

ELSE
PRINT*, ’Incorrect’

END IF
STOP

END PROGRAM quiz_cor

quiz inc
PROGRAM quiz_inc
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0/3.0
PRINT*
IF ((3.0*x) .EQ. 1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’

ELSE
PRINT*, ’Incorrect’

END IF
STOP

END PROGRAM quiz_inc
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convers

PROGRAM convers
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4
INTEGER :: i
i=10000*x
PRINT*
PRINT*, i
STOP

END PROGRAM convers

convers-optcpu

PROGRAM convers
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4
INTEGER :: i
i=10000*x
PRINT*
PRINT*, i
STOP

END PROGRAM convers

sing2dbl

#include <stdio.h>
int main(void)
{

float x=1.234567f;
double y,z=1.234567;
y=x;
printf("\nx = %.12f\n",x);
printf("y = %.12f\n",y);
printf("z = %.12f\n",z);
return 0;

}

insignid

PROGRAM insignid
IMPLICIT NONE
REAL :: x=100000.0,y=100000.1,z
z=y-x
PRINT*
PRINT*, ’z = ’, z
STOP

END PROGRAM insignid
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mem reg-O0

SUBROUTINE ratio(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s/r

END SUBROUTINE ratio

SUBROUTINE subtr(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s-r

END SUBROUTINE subtr

PROGRAM mem_reg
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,x,y,z,c,direct, bycall
DATA a /3.0/, b /10.0/
DATA x /3.0/, y /10.0/
direct=(y/x)-(b/a)
CALL ratio(x,y,z)
CALL ratio(a,b,c)
CALL subtr(c,z,bycall)
PRINT*
PRINT*, direct-bycall
STOP

END PROGRAM mem_reg

mem reg-O2

SUBROUTINE ratio(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s/r

END SUBROUTINE ratio

SUBROUTINE subtr(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s-r

END SUBROUTINE subtr

PROGRAM mem_reg
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,x,y,z,c,direct, bycall
DATA a /3.0/, b /10.0/
DATA x /3.0/, y /10.0/
direct=(y/x)-(b/a)
CALL ratio(x,y,z)
CALL ratio(a,b,c)
CALL subtr(c,z,bycall)
PRINT*
PRINT*, direct-bycall
STOP

END PROGRAM mem_reg
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ordofop
PROGRAM ordofop
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.23456789,y=4.56789123,z=9.999999,r1,r2
r1=(x*y)/z
r2=(1.0/z)*x*y
PRINT*
PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
r1=(x*y)
r1=r1/z
r2=1.0/z
r2=r2*x
r2=r2*y
PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
STOP

END PROGRAM ordofop

ordofop-optcpu
PROGRAM ordofop
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.23456789,y=4.56789123,z=9.999999,r1,r2
r1=(x*y)/z
r2=(1.0/z)*x*y
PRINT*
PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
r1=(x*y)
r1=r1/z
r2=1.0/z
r2=r2*x
r2=r2*y
PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
STOP

END PROGRAM ordofop
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unstable single
#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define DBL 0
#if (DBL==1)
#define MAX 46
#define REAL double
#else /* DBL */
#define MAX 26
#define REAL float
#endif /* DBL */
int main(void)
{

REAL g=(sqrt(5.0)-1.0)/2.0,m=g,s=g,prevs=1.0,ss;
int i;
printf("\n%s\n",

" i s_(i+1) = s_1 * s_i s_(i+1) ="
" s_(i-1) - s_i frac.err.[%]");

printf("%s\n",
"-------------------------------------"
"-----------------------------");

for (i=0;i<=MAX;i++) {
if (i==0)

printf("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,1.0,1.0,0.0);

else {
printf("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,m,s,100.*(s-m)/m);
m=m*g;
ss=s;
s=prevs-s;
prevs=ss;

}
}
return 0;

}

unstable double
#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define DBL 1
#if (DBL==1)
#define MAX 46
#define REAL double
#else /* DBL */
#define MAX 26
#define REAL float
#endif /* DBL */
int main(void)
{

REAL g=(sqrt(5.0)-1.0)/2.0,m=g,s=g,prevs=1.0,ss;
int i;
printf("\n%s\n",

" i s_(i+1) = s_1 * s_i s_(i+1) ="
" s_(i-1) - s_i frac.err.[%]");

printf("%s\n",
"-------------------------------------"
"-----------------------------");

for (i=0;i<=MAX;i++) {
if (i==0)

printf("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,1.0,1.0,0.0);

else {
printf("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,m,s,100.*(s-m)/m);
m=m*g;
ss=s;
s=prevs-s;
prevs=ss;

}
}
return 0;

}
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cancerr

PROGRAM cancerr
IMPLICIT NONE
REAL :: a=1.0,b=1.0E+8,c=1.0E+8,d,x1,x2
d=SQRT(b**2-4.0*a*c)
x1=(-b-d)/(2.0*a) ! this is ok
x2=(-b+d)/(2.0*a) ! suffers from cancellation
PRINT*
PRINT*, ’x1 = ’, x1, ’, x2 = ’, x2
x2=(2.0*c)/(-b-d) ! this is much better
PRINT*, ’x1 = ’, x1, ’, x2 = ’, x2
STOP

END PROGRAM cancerr
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9.2. Ke kapitole 2

ù xgaussj Volá rutinu gaussj implementujı́cı́ Gaussovu–Jordanovu eliminaci s plnou
pivotacı́, a aplikuje ji na řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic s maticemi a pravými stranami
definovanými v souboru matrx1.dat. Každá matice je invertována, vynásobena svou vlastnı́
inverzı́ pro kontrolu, že vyjde jednotková matice. Poté jsou vektory řešenı́ vynásobeny původnı́
maticı́ a porovnány s exaktnı́m pravými stranami načteným z matrx1.dat.

ù xludcmp Volá rutinu ludcmp implementujı́cı́ LU dekompozici na sadu matic defino-
vaných v souboru matrx1.dat. Ke každé vstupnı́ matici zobrazı́ přı́slušnou dolnı́ a hornı́
matici dekompozice a pro kontrolu také jejich součin. (Permutace řádků způsobená částečnou
implicitnı́ pivotacı́ je pro snadné porovnánı́ vrácena do původnı́ podoby. Toto v součinnosti
s rutinou xlubksb nenı́ nutno provádět; této rutině se předá informace o permutaci.)

ù xlubksb Volá rutinu lubksb implementujı́cı́ přı́mou a zpětnou substituci (jež použı́vá
rozklad dodaný rutinou ludcmp implementujı́cı́ LU dekompozici). Aplikuje ji na řešenı́ sou-
stavy lineárnı́ch rovnic s maticemi a pravými stranami definovanými v souboru matrx1.dat.
Pro každou matici je porovnán vektor pravé strany a součin matice s vektorem řešenı́.

ù xtridag Volá rutinu tridag pro řešenı́ tridiagonálnı́ch soustav definovaných v souboru
matrx2.dat. Pro každou matici je pro porovnánı́ ukázán vektor pravé strany, vektor řešenı́ a
pro porovnánı́ s pravou stranou také součin matice s vektorem řešenı́.
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9.3. Ke kapitole 3

ù xpolint Mějme ekvidistantnı́ datový soubor s N body (xa[i] = iπ/N, ya[i] =
sin(xa[i])) na intervalu 〈0, π〉 a datový soubor (xa[i] = i/N, ya[i] = exp(xa[i])) na
intervalu 〈0, 1〉; i ∈ {1, . . . , N}. Počet bodůN si můžete interaktivně volit. Rutina polint im-
plementujı́cı́ Nevilleův algoritmus pro konstrukci polynomiálnı́ho interpolačnı́ho polynomu
N − 1 stupně je použita pro výpočet interpolovaných hodnot v deseti bodech odpovı́dajı́cı́ch
N = 10 a s hodnotami x mı́rně ’posunutými‘, aby ani pro N = 10 nebyly totožné s dato-
vým souborem. Vyzkoušejte postupně N = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 20, 30, 50, 99, 110 a vysvětlete
chovánı́ interpolované hodnoty a odhadu chyby.

ù xratint Funguje podobně jako předchozı́ ukázka. Datový soubor je tvořen 6 body
(xa[i] = i/3, ya[i] = f(xa[i])), i ∈ {1, . . . , 6}, kde f(x) = xe−x/[(x−1)2+1]. Rutina
ratint implementujı́cı́ Bulirschův–Stoerův algoritmus pro konstrukci diagonálnı́ racionálnı́
interpolačnı́ funkce je použita pro výpočet interpolovaných hodnot v deseti bodech x = i/5,
i ∈ {1, . . . , 10}. Pozorujte vztah mezi skutečnou a interpolovanou hodnotou a odhadem
chyby poskytnutým rutinou.

ù xspline Datový soubor je tvořen 20 body (xa[i] = iπ/20, ya[i] = sin(xa[i])),
i ∈ {1, . . . , 20}; zadány jsou hodnoty prvnı́ derivace f(x) ≡ sinx na obou koncı́ch souboru.
Rutina spline počı́tá hodnoty f ′′ pro každou hodnotu x[i]. Porovnejte skutečné a vypočtené
hodnoty f ′′.
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ù xsplint Funguje na tomtéž datovém souboru jako xpolint pro fixnı́ N = 10, pro
tytéž ’posunuté‘ hodnoty x, a pro tytéž funkce f , ale s využitı́m interpolace splajny. Vlastnı́
interpolaci provádı́ rutina splint, jı́ž dodává potřebné druhé derivace f ′′ rutina spline testovaná
v předchozı́ ukázce.

ù xlocate Máme-li monotónně seřazená data x[j], j ∈ {1, . . . , N}, konkrétně x[j] =
exp(j/20)− 74 a N = 100, rutina locate pro zadané x nalezne index j tak, že x se nacházı́
mezi xj a xj+1. V prvnı́m sloupci je hodnota x k lokalizaci, ve druhém přı́slušný index j, ve
třetı́m a čtvrtém pak ’obklopujı́cı́‘ (bracketing) hodnoty xj a xj+1. Je-li j = 0 (j = N ), nenı́
x v tabelovaném rozsahu. Program potom oznamuje ’lower lim‘ pro x < x1 a ’upper lim‘
pro x > xN .

ù xhunt Funguje analogicky jako předchozı́ ukázka, ale mı́sto rutiny locate použı́vá
hunt. Rozdı́l mezi oběma rutinami je vyložen v sekci 3.4 o pomocných rutinách.

ù xpolcoe Opět zcela stejné vstupy jako program xpolint, ale mı́sto rekurentnı́ kon-
strukce polynomiálnı́ho interpolačnı́ho polynomu pomocı́ Nevilleova algoritmu použı́vá ru-
tinu polcoe implementujı́cı́ Vandermondeovu metodu pro určenı́ koeficientů interpolačnı́ho
polynomu, z něhož posléze počı́tá interpolované hodnoty f(x).

ù xpolcof Funguje stejně jako předchozı́ ukázka, ale použı́vá rutinu polcof implemen-
tujı́cı́ druhou metodu popsanou v sekci 3.5.
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9.4. Ke kapitole 4

ù xtrapzd Tato ukázka volá rutinu trapzd.

ù xqtrap Tato ukázka volá rutinu qtrap.

ù xqsimp Tato ukázka volá rutinu qsimp.

ù xmidpnt Tato ukázka volá rutinu midpnt.

ù xqromb Tato ukázka volá rutinu qromb.

ù xqromo Tato ukázka volá rutinu qromo.
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10. Výsledky úloh
10.1. Ke kapitole 2
Výsledky pro Hilbertovu matici (2.23) s pravou stranou (2.24) (v levém sloupci jsou výsledky
metody GJE, v pravém metody LUD); výpočty v single precision:

n = 2

1.000000 1.000000
1.000000 1.000000

n = 3

0.999999 1.000000
1.000003 1.000001
0.999997 1.000000

n = 5

1.000093 1.000077
0.998328 0.998631
1.007029 1.005741
0.989579 0.991502
1.005027 1.004095

n = 7

1.003043 1.001827
0.879234 0.929520
2.158665 1.664267
-3.489593 -1.542318
9.208048 5.605855
-6.075985 -2.942873
3.318666 2.284817

n = 10

1.004925 1.001638
0.763174 0.910963
3.698094 2.131162

-11.197721 -4.745139
26.268555 14.838495
-21.886929 -14.954043
7.301528 7.918557
-2.563211 1.743061
10.784071 0.710839
-4.176050 0.443014

n = 40

1.098166 0.974728
-3.117915 2.125518
40.871414 -11.567856

-135.787582 58.316116
142.124435 -123.446800
104.189758 141.746704
-152.453537 -105.790329
-144.891083 45.021286
136.653976 89.682381
117.013100 -87.071922
-351.817566 -29.869486
348.688385 -10.388809
-211.423004 -21.820902
748.234863 117.836197
-769.546997 -156.579575
-381.192932 188.822083
951.063477 -77.117409
160.762695 57.782467
-824.813293 -28.273844
223.029053 26.366032
-448.803192 2.331474
871.923340 -75.117470
-561.326050 -14.417043
-230.847702 -92.698799
-189.062378 97.934837
-213.439301 -4.205263
818.300537 102.137138
170.662384 -98.220963
502.512787 62.345520
-320.290253 -128.182449
953.731384 229.899002
-652.625000 -271.073608
-292.389893 268.862915
-1140.913086 -246.733063
92.301315 244.324707

-356.277039 -48.134335
1157.578491 -54.620586
-283.460693 78.414551
619.719849 -241.446243
-455.924164 151.842148

Obě metody dávajı́ s výjimkou n ≤ 3 chybné výsledky, pro n ≥ 7
zcela nepoužitelné. Klı́č k porozuměnı́: vypočtěte determinant Hilber-
tovy matice (2.23) pro uvedená n.
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Výsledky pro ’kosinovou matici (2.25)‘ s pravou stranou (2.26) (v levém sloupci jsou výsledky
metody GJE, v pravém metody LUD); výpočty v single precision:

n = 2

1.000000 1.000000
1.000000 1.000000

n = 3

1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000

n = 5

1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000

n = 7

1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000

n = 10

1.000000 0.999984
1.000000 0.999991
1.000000 0.999999
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000003
0.999999 1.000039
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000

n = 40

1.000133 0.999922
0.999764 1.000006
1.000008 0.999999
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000001 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
0.999998 1.000002
1.000004 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
0.999998 1.000001
1.000003 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000001 1.000000

Obě metody dávajı́ pro všechna n očekávané výsledky blı́zké matema-
ticky exaktnı́m výsledkům. Proč?
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10.2. Ke kapitole 3
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