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Abstrakt

Distan¢ni kurs seznamuje se zakladnimi nume-
rickymi algoritmy, s tvorbou a pouzivanim programi ve védé a technice
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Vd
Uvod

Toto je ucebni text k semestrdlnimu distan¢nimu kursu ,,Zdklady pocitacové
fyziky“. Klade diraz na osvojeni matematickych zdkladi pouZzivanych al-
goritmd, avSak bez zatéZujicich detaild. Z toho diivodu je text doprovazen
mnozstvim odkazl na ilustra¢ni piiklady shromazdéné v Dodatku 9. Nevaze
se na konkrétni programovaci jazyk; lze pouzivat libovolny nizkouroviiovy
jazyk bézny v oblasti numerického programovéni (obvykle Fortran 77, For-
tran 90/95, C nebo C++). Kvili vSeobecné dosazitelnosti, jednoduchosti a
nezdvislosti na komer¢nich produktech je jako zdkladni programovaci pro-
stiredek pouZit programovaci jazyk C.

Vyklad je pfevdzné zaloZzen na druhém vydédni knihy [Press et al., 1997a]
(existuji mutace pro Fortran 77 a 90 [Press et al., 1997b, Press et al., 1997¢]),
jejiz online verzi Ize stdhnout z http: //www.nr.com /oldverswitcher.html a po
nainstalovani dekryptovaciho pluginu (dostupného tamtéz) pro Adobe Reader
prohliZet nebo tisknout.

V Opavé 23. listopadu 2008 Stanislav Hledik
stanislav.hledik@fpf.slu.cz
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0. Jak prirucku pouzivat

Rychly nahled kapitoly: Tato kapitola slouZi jako ivodni a ma za tkol
seznamit Ctendie se zplisobem pouZzivani jak pfirucky samotné, tak programu
nezbytnych pro praktické programovani simulaci fyzikalnich jevil a jejich
vizualizaci.

Cile kapitoly:

° Naucit se pracovat s hypertextovym elektronickym skriptem.

° Naucit se instalaci a zakladni praci s vyvojovym prostiedim pro jazyk
C a C++ Bloodshed Dev-C++.

° Naucit se instalaci a zdkladni prdci s vizualizaCnim programem
gnuplot.

Klicova slova kapitoly: Portable Document Format, PDF; Adobe Reader;
Ghostscript, GSview, GV, KGhostview; Xpdf, KPDF; hypertext; IDE, gcc,
Bloodshed Dev-C++; vizualizace, gnuplot
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0.1. Prohlizec

Pro ¢éteni pfirucky je zapotiebi prohliZzece dokumentt ve formatu PDF (Por-
table Document Format). ProtoZe pravdépodobné nevlastnite komercni pro-
gramovy balik Adobe Acrobat, nejlepsi volbou je stdhnout si zdarma Adobe
Reader, ktery existuje ve verzi pro Windows, MacOS a pro rizné ,,odrady*
Unixu v€etné Linuxu. Pokud si tento text prohliZite pomoci tohoto programu,
odkazuje text zvyraznény fialovou barvou piimo na pfislusné stranky — klik-
nuti na n&j otevie okno prohliZece na piislusné strance.!

Dal$i moZnosti je pouZit prohliZece zaloZené na jadru Ghostscript s fronten-
dem GSview pro Windows a GV nebo KGhostview pro Unix a Linux. Tyto
programy vSak nepodporuji hypertextové prvky, o nichZ bude fe¢ dale. UZiva-
telé operacniho systému Linux mohou pouZit prohlize¢e Xpdf, ptipadné jeho
klonu KPDF, jenz hypertextové prvky caste¢né podporuji. Kone¢né uZiva-
telé MacOS X od Apple mohou vyuZit prohliZece Preview integrovaného do
systému, jenZ rovnéz ¢astecné podporuje hypertextové prvky.

1. Nestane-li se tak, musite si v menu Edit—Preferences—Internet Adobe Readeru nastavit
vas oblibeny webovy prohliZec.
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0.2. Prvky ucebniho textu

Pro snazs$i orientaci v textu zobrazeném na monitoru pocitace obsahuje tato
ucebnice hypertextové prvky. V levém hornim rohu je umisténa aktudlni stran-
kova Cislice a celkovy pocet stran, vlevo dole Cerveny ,,ukazatel postupu® né-
zorné graficky zobrazujici polohu aktudlniho textu v dokumentu (za koncovou
stranu se bere strana 263). Strankov4 Cislice a prostiedni ,,6arka” v ukazateli
postupu jsou aktivni a po kliknuti oteviraji dialog ,,GoToPage*. Nalezeni nék-
terych dalSich aktivnich z6n ukazatele postupu prenechdvame ¢tenafi.

KaZzda strana je vpravo dole vybavena vlastnim navigaénim menu obsahu-
jicim vSechny hlavni prvky pro pohyb v dokumentu — pfechod na prvni a
posledni stranu, na pfedchozi a dalsi stranu, skok na naposledy prohliZenou
stranu a zpét, hleddni podle ¢isla strany, celoobrazovkovy rezim, zavieni do-
kumentu a ukonceni prohliZece; navic zde nalezneme tlacitko pro prechod na
obsah. Hlavni vyuZiti navigace je v celoobrazovkovém moddu. Piislusné tla-
¢itko navigace pak funguje jako prepinac do a z celoobrazovkového rezimu.
Pfipomenime, Ze navigace je plné funkéni pouze v prohlize¢i Adobe Reader
resp. v komerénim Adobe Acrobatu, ¢astecné v prohlizec¢ich Xpdf a KPDF.
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V textu se kromé vlastniho vykladu nachédzeji nasledujici prvky:

° Na zacatku kazdé kapitoly je box oznaceny symbolem f&f obsahujici
rychly ndhled kapitoly, ddle box oznaceny symbolem g8 deklarujici
cile kapitoly a kone¢né€ box oznaceny symbolem s vyétem klio-

vych slov kapitoly.

. Boxy oznafené symbolem [Bf] obsahujici popis volani odvozovanych
rutin a prehled vstupd, vystupti a zavislosti na jinych rutinach.

° Boxy oznacené symbolem E s otdzkami k procvi¢eni; odpovédi nék-
terych z nich jsou uvedeny v tomtéZ boxu vzhiru nohama.

° Boxy oznacené symbolem s pobidkou k vyzkouSeni ilustracnich

programt (jenZ jsou kvuli portabilit€ aZ na vyjimky psany v ANSI C).
VétSina piikladl je prevzata z knihy [Press et al., 1997a], dals{ byly
vytvoreny specidlné pro tento kurs, nékteré jsou prejaty (s uvedenim
zdroje); n€kolik pochazi z vyzkumnych dkoli feSenych autorem a
spolupracovniky. Ndzvy rutin v boxu tvoii link do Dodatku 9, kde je
uveden podrobny popis programu ilustrujiciho funkci rutiny.

. Kazda kapitola je uzaviena boxem ozna¢enym symbolem P} obsahu-
jicim shrnuti u€iva kapitoly.
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Vyklad je vybaven nasledujicimi druhy hypertextovych odkazi:

Interni linky (na kapitoly, sekce, klicova slova, stranky, zpétné reference
v seznamu literatury apod.) jsou Cervené.

Linky na literaturu uvedenou v seznamu na konci textu maji nasledujici
podobu: [Press et al., 1997a].

Externi linky (typicky URL otevirajici nakonfigurovany webovy prohliZec)
maji fialovou barvu.
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Nekteré strany maji inkrementélni zobrazovani, kdy se text pfi pouZiti povelu
pro zobrazeni dalsi stranky (tlacitka ,,Dal$i* nebo kldvesy PgDn) dopliiuje na
tutéz stranu, a teprve az je naplnéna podle zaméru autora, vyvold ,,obracen{*
na dals$i stranu s ¢islem o jedni¢ku vétsim. Muzete si to rovnou vyzkouset —
prejdéte na dalsi stranu. ..
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Nekteré strany maji inkrementélni zobrazovani, kdy se text pfi pouZiti povelu
pro zobrazeni dalsi stranky (tlacitka ,,Dal$i* nebo kldvesy PgDn) dopliiuje na
tutéz stranu, a teprve az je naplnéna podle zaméru autora, vyvold ,,obracen{*
na dals$i stranu s ¢islem o jedni¢ku vétsim. Muzete si to rovnou vyzkouset —
prejdéte na dalSi stranu... a dalsi...
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Nekteré strany maji inkrementélni zobrazovani, kdy se text pfi pouZiti povelu
pro zobrazeni dalsi stranky (tlacitka ,,Dal$i* nebo kldvesy PgDn) dopliiuje na
tutéz stranu, a teprve az je naplnéna podle zaméru autora, vyvold ,,obracen{*
na dals$i stranu s ¢islem o jedni¢ku vétsim. Muzete si to rovnou vyzkouset —
prejdéte na dalsi stranu... a dalsi...a jeSté dalsi. ..
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Nekteré strany maji inkrementélni zobrazovani, kdy se text pfi pouZiti povelu
pro zobrazeni dalsi stranky (tlacitka ,,Dal$i* nebo kldvesy PgDn) dopliiuje na
tutéz stranu, a teprve az je naplnéna podle zaméru autora, vyvold ,,obracen{*
na dals$i stranu s ¢islem o jedni¢ku vétsim. Muzete si to rovnou vyzkouset —
prejdéte na dalSi stranu... a dalsi...a jeSté dalsi...a samoziejmé tlacitko
,,Pfedchoz{ nebo klavesa PgUp pak text ze stranky ubird.

Tento zplisob zobrazovani je uzit zamérné zejména v situacich, kdy pfemira
informaci z celé strany by u ¢tendfe mohla vyvolat saturaci vjemd, nebo pfi
skryvani feSeni otdzek k procviceni. Ponékud méné trividlni piiklad 1ze nalézt
na strané 64.

| . ' ' ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



14/263 Zaklady pogitatové fyziky
0.3. Vyvojové prostredi pro jazyk C

Pocitacova fyzika se nedd naucit bez praktického vyzkousSeni. Proto byl tento
ucebni text od zacatku koncipovan jako elektronicky, aby si student mohl
piimo pfi ¢teni na pocitaci prakticky zkouSet probiranou l4tku. Tim se dosta-
vame k prostfedi, v némz budeme programovat.

Aby tento kurs nebyl vdzdn na komer¢ni preklada¢ nebo IDE (Integrated De-
velopment Environment, Integrované vyvojové prostredi), doporucuji pouzit
znamého svobodného prekladace jazyka GCC, jenZ byva nativni soucasti ope-
ra¢niho systému GNU/Linux, uzivatelé Linuxu jej mohou pouzit. Uzivatelim
Windows doporucuji nainstalovat volné dostupné IDE Bloodshed Dev-C++
zaloZené na Mingw portu GCC.

Zakladni prace s IDE Bloodshed Dev-C++ bude vysvétlena v pritbéhu kon-
zultaci na Ustavu fyziku FPF SU v Opavé.
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15/263 Zaklady pogitadové fyziky

0.4. Vizualizace vysledku

Je rozumné psat numerické programy pro simulaci fyzikalnich procesu tak,
Ze jejich vystupem jsou datové soubory v textovém formatu. Tim programy
oprostime od grafickych knihoven. Vystupni datové soubory mohou byt né-
sledné nacteny programy, které uméji data graficky zpracovat podle naSich
instrukei.

Typickym zastupcem takovych programt je gnuplot. Jedna se podobné jako
v ptipadé vyvojového prostiedi Bloodshed Dev-C++ o svobodny software a
funguje pod opera¢nim systémem Windows a Linux.

Shrnuti kapitoly: Naucili jste se zakladnim dovednostem nutnym pro
vyvoj numerickych programu a vizualizaci ziskanych vysledk. Muzete se
proto sméle pustit do dalsi kapitoly.
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1. Pocitacova reprezentace cCisel a aritmetika

Rychly nahled kapitoly: V této kapitole budou vysvétleny principy ukladani a
manipulace s Cisly v pocitaci, a to jak celych, tak realnych. Standardni pocitacova
reprezentace Cisel a pocitacova aritmetika obsahuji dilezité body, jichz bychom si
pfi tvorbé pocitacovych modeli méli byt védomi. USetiime si tak dlouhé hodiny
premysleni, pro¢ néco funguje jinak, neZ se domnivame, Ze by mélo fungovat.

Cile kapitoly:

° Naucit se pracovat s bindrni, oktalovou a hexadecimalni reprezentaci ¢isel.

° Porozumét reprezentaci celych ¢isel v pocitaci a vyhnout se pfipadnym
problémuim s pfete¢enim nebo podteéenim.

° Porozumét reprezentaci redlnych cisel s pohyblivou desetinnou ¢arkou a
jeji implementaci normou ANSI/IEEE 754-1985.

° Porozumét aritmetice v pohyblivou desetinné ¢arce a jejim dskalim.

Klicova slova kapitoly: Cela ¢isla, znaménkova, neznaménkova; redlnd Cisla;
bit; byte, bajt; bindrni, oktalovd, hexadecimélni reprezentace; pohybliva desetinnd
¢arka; FP Cisla, normalizovand, subnormdlni; norma ANSI/IEEE 754-1985; jedno-
duch4, dvojndsobnd presnost; strojové epsilon; zaokrouhlovani; vyjimky; stabilita
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Motto: 10.0 x 0.1 se zridkakdy rovnd 1.0

Cela Cisla (integers) véetné znakl (characters) a redlna Cisla (real)
maji odli$ny zptisob pocitatové reprezentace a provadéni aritmetic-
kych operaci. Pocita¢ disponuje kone¢nym prostorem pro uskladnéni
¢islic; proto je nutné jak spocetnou mnoZinu celych &isel, tak redlné
kontinuum vhodné reprezentovat.

www.fudge.cz

1.1. Binarni ¢isla
Dekadicka soustava — baze (basis) 10, deset Cislic (digits) 0, ..., 9:

(109.375)10 = | x 10240 x 101 +9x10° + 3 x 1071 +7 x 1072 45 x 1073
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Motto: 10.0 x 0.1 se zridkakdy rovnd 1.0

Cela cisla (integers) véetné znaku (characters) a redlna Cisla (real)
maji odli$ny zptisob pocitatové reprezentace a provadéni aritmetic-
kych operaci. Pocita¢ disponuje kone¢nym prostorem pro uskladnéni
¢islic; proto je nutné jak spocetnou mnoZinu celych &isel, tak redlné
kontinuum vhodné reprezentovat. e

1.1. Binarni cisla
— baze (basis) 10, deset Cislic (digits) 0,...,9:
(109.375)10 = | x 10240 x 101 +9x10° + 3 x 1071 +7 x 1072 45 x 1073

Technologie hardwaru predurcuje vyjadieni ¢isel ve (binary sys-
tem) — baze 2, dvé Cislice (bit = binary digit) 0, 1:

(109.375)10 = | x 20 + 1 x 29+ 0 x 24 + 1 x 22+ 1 x 22+ 0 x 21 + 1 x 2°
+0x2 41 x2241x273
= (1101101.011)5

1 1.0 1 1 0 1|0 1 1 = least significant bit
MSB LSB | MSB LSB = most significant bit
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1.1.1. Aritmetické operace s bindrnimi ¢isly
Analogicky jako v dekadické soustavé:

14+0= 1, 1+1= (10)2 = (2)10, (10)2 +1= (11)2 = (3)10, atd.

1 11 1 0 1 1 1
+ 1 1 0 1 X 1 1 0
1 01 0 1 1 0 0 O
1 1 1
1 1 1
1 01 01 O
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1.1.1. Aritmetické operace s bindrnimi ¢isly
Analogicky jako v dekadické soustavé:

14+0= 1, 1+1= (10)2 = (2)10, (10)2 +1= (11)2 = (3)10, atd.

1 1.1 1 0 1 1 1
+ 1 1 0 1 X 1 1 0
1 01 0 1 1 0 0 O
1 1 1
1 1 1
1 01 0 1 0
1.1.2. Konverze z dekadické do dvojkové soustavy
Celociselnd ¢4st: Zlomkova ¢ast:
109 Kvocient 54 27 13 6 3 1 0 0375 Zlomek 075 05 0
2 Zbytek 10 1 1 0 1 1 x2 Celé&. 0 1 1
LSB MSB MSB LSB

Opacné pofadi: LSB — MSB.
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1.1.3. Oktalova a hexadecimdlni reprezentace

s vz

Oktalova: baze 8, osm Cislic 0, . . . , 7, pokryto skupinou tfi bitd. Binarni ¢islo
se rozd€li na skupiny ti{ biti od tecky doleva a doprava (a ptidaji se
nulové vycpavky, je-li tfeba). Kazda trojice se pak prepise jako jedina

s v/

oktalova Cislice 0, ..., 7:

(109.375)10 = ((001]101[101][011 )5 = (155.3)s
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19/263 Zaklady pogitatové fyziky
1.1.3. Oktalova a hexadecimdlni reprezentace

Oktalova: baze 8, osm Cislic 0, . . . , 7, pokryto skupinou tfi bitd. Binarni ¢islo
se rozd€li na skupiny ti{ biti od tecky doleva a doprava (a ptidaji se
nulové vycpavky, je-li tfeba). Kazda trojice se pak prepise jako jedina
oktalova Cislice 0, ..., 7:

(109.375)10 = ((001]101[101][011 )5 = (155.3)s

Hexadecimalni: baze 16, Sestnact ¢islic0,...,9,A =10,B = 11,
C=12,D =13,E = 14, F = 15, pokryto skupinou ¢tyf biti. Binarni
¢islo se rozd€li na skupiny Ctyf bitli od tecky doleva a doprava (a pridaji
se nulové vycpdvky, je-li tfeba). Kazda ctvefice se pak prepiSe jako
jedind hexadecimalni ¢islice 0,...,9,A, ... F:

(109.375)10 = ((0110]1101][0110 )5 = (6D.6)16
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1.2. Reprezentace dat

Data a programy jsou v paméti uklddany v binarnim formatu. Pamét je or-
ganizovana do skupin po 8 bitech (b) — (byte, bytes, B) — nejmensi
adresovatelnd jednotka: 1 B = 8b.

1KB | 1024B 210B
1 MB | 1024 KB = 1048576 B 220 B
1 GB | 1024 MB = 1073741824 B 2350 B
1 TB | 1024 GB = 1099511627776 B | 210 B

Riizné druhy fyzické paméti (hierarchie paméti):

Typ paméti Velikost Pristupova doba
Registry CPU 8B 1 clock cycle
Cache, Level 1 126 KB-512 KB 1ns
Cache, Level 2 512 KB-8 MB 10ns
Hlavni pamét’ (RAM) 8 MB-4 GB 60ns
Pevny disk (HDD) 2 GB-100 GB 10ms

Nékolik baijtii (obvykle 4, tj. 32 b) tvoii

(word).
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1.2.1. Znaky (characters)

Pismena abecedy (velkd i mald), interpunkce, rizné dal$i symboly.
(American Standard Code for Information Interchange): 7 bitti pro 1 znak =
27 = 128 reprezentovatelnych znak@ (0—~127: ,dolni polovina ASCII tabulky*).

Zbylé pozice do 1 B: 128-255 (piip. (—128)—(—1) v pfipadé

): ,horni polovina‘, obvykle pro znaky narodnich abeced, neni dodrZzovéan
standard ISO 8859-2 = problémy s kodovanim ceStiny (dal$i cp1250, PC-
latin2, Kamenickych, Mac OS, .. .).

Vyzkousejte program char2ascii (zobrazi ASCIl kéd zadaného znaku).
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21/263 Zaklady pocitacové fyziky

1.2.1. Znaky (characters)

Pismena abecedy (velkd i mald), interpunkce, rizné dal$i symboly.
(American Standard Code for Information Interchange): 7 bitti pro 1 znak =
27 = 128 reprezentovatelnych znak@ (0—~127: ,dolni polovina ASCII tabulky*).

Zbylé pozice do 1 B: 128-255 (piip. (—128)—(—1) v pfipadé

): ,horni polovina‘, obvykle pro znaky narodnich abeced, neni dodrZzovéan
standard ISO 8859-2 = problémy s kodovanim ceStiny (dal$i cp1250, PC-
latin2, Kamenickych, Mac OS, .. .).

Vyzkousejte program char2ascii (zobrazi ASCIl kéd zadaného znaku).

Umisténi znaku v RAM (chdpané jako dlouhd sekvence
bajtd): jednoznacné uréeno . Napt. mame-li k dispozici 512 MB RAM,
tj. 239 B, adresy pokryvaji 0, ...,2% — 1 = (3FFFFFFF) .

Vyzkousejte program charaddr (zobrazi adresu, na niz je ulozen zadany znak).
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Pro uloZeni posloupnosti znaki (

, character string) ,Ahoj!*

potifebujeme alokovat pét po sobé jdoucich bajt, napf.:

Adresa | Obsah | Poznamka
BFFFF260 A prvni bajt
BFFFF261 ’h’

BFFFF262 0’
BFFFF263 T
BFFFF264 P posledni bajt

Pro pristup potfebujeme znat adresu prvniho znaku (zde BFFFF260) a délku

fet€zce (zde 5).

Vyzkousejte program straddr (zobrazi adresy, na nichz zalind a kon¢i zadany

znakovy Fetézec).
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23/263 Zaklady pogitadové fyziky

1.2.2. Cela ¢isla (integers)

2z Y7

1 B miiZe reprezentovat celd &isla 0, ..., 28 —1 =
255, pro bézné aplikace malo. Standardni datové typy obvykle rezervuji pro
celé ¢islo 2, 4, 8 po sobé jdoucich bajta. Napf. v Unixu

7 vs

je unsigned int v jazyce C 4-bajtové celé ¢islo, v MS DOS 2-bajtové.

2 w2

4-bajtové (32 bitové) neznaménkové celé ¢islo 37 je zobrazeno jako

[ 00000000 [ 00000000 | 00000000 [ 00100101 |

Rozsah 32 bitovych neznaménkovych celych ¢isel je od 0

00000000 [ 00000000 | 00000000 [ 00000000 |
do 232 — 1 = 4294967295

[t o o [ |

Rozsah p-bitového neznaménkového celého ¢islaje 0,1, ...,27 — 1.

Pro demonstraci (overflow/underflow) neznaménkovych celych &i-
sel vyzkousejte programy unsigover a unsigunder [Sandu, 2001].
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Pouzivaji (two’s complement). p-
bitové znaménkové celé &slo v rozsahu —2°~1 ... —1,0,1,...,2°"t — 1
je reprezentovdno nejmensim celym kladnym c¢islem, s nimZ je kongruentni
modulo 27,

(¢islo)19 | (dvojkovy doplnék);o (dvojkovy doplnék)o
—2147483648 2147483648 0000000 00000000 00000000 00000000
—2147483647 2147483649 0000000 00000000 00000000 00000001
—2147483646 2147483650 0000000 00000000 00000000 00000010

—2 4294967294 1111111 11111111 11111111 11111110

—1 4294967295 1111111 11111111 11111111 111111111

0 0 0000000 00000000 00000000 00000000

1 1 0000000 00000000 00000000 00000001

2 2 0000000 00000000 00000000 00000010
2147483645 2147483645 1111111 11111111 11111111 11111101
2147483646 2147483646 1111111 11111111 11111111 11111110
2147483647 2147483647 1111111 11111111 11111111 11111111

Je-li k reprezentovano ur¢itym bitovym vzorkem, pak —(k + 1) je reprezen-
tovano inverznim bitovym vzorkem s 0 — 1, 1 — 0.
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Dtivod pro uZivani dvojkového dopliiku pro znaménkova celd ¢isla: od¢itani
a operace se zapornymi ¢isly jsou nahrazeny operacemi jen s kladnymi &isly.
Jiné zptsoby ( a ) viz [Sandu, 2001].

Pro demonstraci znaménkovych celych Cisel vyzkousejte pro-
gramy sigover a sigunder [Sandu, 2001].

Pozor na pfifazovani napt. hodnoty neznaménkové celociselné proménné do
znaménkové celociselné proménné, jako napt. v tomto fragmentu:

unsigned int u;
signed int s;
s=u;

Pro demonstraci konverze neznaménkové celociselné proménné do znaménkové
vyzkousSejte program unsig2sig.

| — ' ' ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



26/263 Zaklady pogitadové fyziky

Jak je napf. uloZeno né&jaké 32-bitové (ne)znaménkové celé
&islo, tieba (37)10 = (00000000 || 00000000 || 00000000 || 00100101 |)5?

~~

Bo B1 By B3

Potiebujeme alokovat ¢tyfi po sobé jdouci bajty By, . .., Bs.

Potadi uklddani bajtd vicebajtovych datovych typt (tj. cokoli kromé
znak), tak feCena (endianity, byte sex) zavisi na systému. Napt. IBM a Sun
uzivaji adresovani Big Endian, Intel adresovani Little Endian.

— vzrist adresy — — vzrast adresy —
[ Bo[Bi[ B> [ By | Bs | B> | Bi | Bo |
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Jak je napf. uloZeno né&jaké 32-bitové (ne)znaménkové celé
&islo, tieba (37)10 = (00000000 || 00000000 || 00000000 || 00100101 |)5?

~~

Bo B1 B> B3

Potiebujeme alokovat ¢tyfi po sobé jdouci bajty By, . .., Bs.

Poradi ukladani bajti vicebajtovych datovych typl (tj. cokoli kromé
znak), tak feCena (endianity, byte sex) zavisi na systému. Napt. IBM a Sun
uZzivaji adresovani , Intel adresovani Little Endian.

— vzrast adresy —

[ Bs [ Bs | Bi | Bo |

Podle Gulliverovych cest — Liliputdni se délili na dvé skupiny, které se piely o to, na
kterém konci se maji naklepdvat vajicka (Little Endians a Big Endians). Pro pfistup
potfebujeme znét nejnizsi adresu (bajtu By pro Big Endian, bajtu Bj pro Little Endian)
a velikost datového typu (zde 4 B).

Prostudujte zdrojovy kéd programu byte_sex [Kasprzak, 2004], jenZ vypi$e endianitu vaseho systému
v dobé béhu.

Vyzkousejte programy uintaddr/sintaddr (zobrazi po&iteéni a koncovou adresu zadaného
(ne)znaménkového celého é&isla).
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Aritmetika pocitacovych celych Cisel (s vyjimkou
celociselného déleni) je, az na situace pre/podtecent,
, . numericky vysledek = matematicky
vysledek v Z!! (Spocetnd mnozina je ,oseknuta‘ na

konec¢nou.)

Realna ¢isla R tvori kontinuum (mohutnost N), které
musi v pocitaci byt reprezentovano a

pomoci poctu Cisel. Lze
reprezentovat jen Cisla do urcité meze, a v tomto
rozsahu jen vhodné rozlozenou kone¢nou
podmnozinu F C R.

| N— ' ' ' ' ' ' ' ' ' ®Pryni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



28/263 Zaklady pogitadové fyziky

1.2.3. Realn4 ¢isla

Obvykle reprezentovédna (floating-point
numbers, FP). Historicky: (fixed-point num-
bers) = volba méfitka v rukou programatora (John von Neumann).

Pro jednoduchost volime bazi 5 = 10.

Kazdé ¢islo x € R 1ze psat v
 do &
“e
T = o X m x 10 (1.1)
—~— —~—~
+1 1<m<10
1b  dn .

Napf. 109.375 = +1 x 1.09375 x 102. Nerovnost omezujici mantisu zajistuje
jedinou nenulovou ¢islici pied jeji desetinnou teCkou (proto pohyblivd, =
jednoznacnost); nelze tfeba +1 x 0.109375 x 10% nebo +1 x 0.00109375 x 10°.

Mgjme pro uloZeni 6 dekadickych cifer: [0 [ /711maoms [ eres| = [+]109]02]
Zde d,, = 3,d, = 2, . Takovych FP ¢isel je jiz konecné mnoho.
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Lze v naSem hrackovém modelu uloZit z = 0.000123? Ne: , upln4 ztrita
informace! Exponent je totiz ! Co s tim?
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Lze v naSem hrackovém modelu uloZit x = 0.000123? Ne: , upln4 ztrita
informace! Exponent je totiz ! Co s tim?

Pouzit : jsou-li jako exponent uloZeny cifry e ea, skutecny exponent je e;ega — 49
(49 je bias). Skute¢ny exponent ma rozsah —49 az 50, ale je uloZzen jako 00 az
99. Nemusime pak uklddat znaménko exponentu, za cenu zmenseni rozsahu. Cislo
z = 0.000123 = 41 x 1.23 x 10~* je tedy uloZeno jako [+]123]45] Obvykle
se nejmensi/nejvétsi hodnota exponentu (zde 00 a 99) rezervuje pro reprezentaci
specidlni Cisel jako 4co, 0, subnormdlni cisla, NaN (viz sekci 1.2.3), tj. ejes €
{01,...,98}. Volba biasu je ur¢ena podminkou 1/z iy < Tmax a opacné.
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Lze v naSem hrackovém modelu uloZit x = 0.000123? Ne: , upln4 ztrita
informace! Exponent je totiz ! Co s tim?

Pouzit : jsou-li jako exponent uloZeny cifry e ea, skutecny exponent je e;ega — 49

(49 je bias). Skute¢ny exponent ma rozsah —49 az 50, ale je uloZzen jako 00 az

99. Nemusime pak uklddat znaménko exponentu, za cenu zmenseni rozsahu. Cislo

z = 0.000123 = 41 x 1.23 x 10~* je tedy uloZeno jako [+]123]45] Obvykle

se nejmensi/nejvétsi hodnota exponentu (zde 00 a 99) rezervuje pro reprezentaci

specidlni Cisel jako 4co, 0, subnormdlni cisla, NaN (viz sekci 1.2.3), tj. ejes €

{01,...,98}. Volba biasu je ur¢ena podminkou 1/z iy < Tmax a opacné.

Mazx. absolutni hodnota normalizovaného FP &isla: pro mymoms = 999, ejeq =
98 je Tmax = 9.99 x 10%°.

Min. absolutni hodnota normalizovaného FP &isla: pro mimaoms = 100, ejes =
01 je Zmin = 1.00 x 10748,

Nula je reprezentovdna mimems = 000, e;es = 00. Ob& (£0) ekvivalentni.

Subnormalni ¢isla: upustime-li od normalizovaného tvaru (m; # 0), 1ze reprezen-
tovat &isla men$f nez xpin: mimams = 010, ejeq = 00 davd x = 10749,
mimamg = 001, ejes = 00 ddvd z = 10~°.
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29/263 Zaklady pogitadové fyziky

Lze v naSem hrackovém modelu uloZit x = 0.000123? Ne: , upln4 ztrita
informace! Exponent je totiz ! Co s tim?

Pouzit : jsou-li jako exponent uloZeny cifry e ea, skutecny exponent je e;ega — 49

(49 je bias). Skute¢ny exponent ma rozsah —49 az 50, ale je uloZzen jako 00 az

99. Nemusime pak uklddat znaménko exponentu, za cenu zmenseni rozsahu. Cislo

z = 0.000123 = 41 x 1.23 x 10~ je tedy uloZeno jako [+] 123 |45]. Obvykle

se nejmensi/nejvétsi hodnota exponentu (zde 00 a 99) rezervuje pro reprezentaci

specidlni Cisel jako 4co, 0, subnormdlni cisla, NaN (viz sekci 1.2.3), tj. ejes €

{01,...,98}. Volba biasu je ur¢ena podminkou 1/z iy < Tmax a opacné.

Mazx. absolutni hodnota normalizovaného FP &isla: pro mymoms = 999, ejeq =
98 je Tmax = 9.99 x 10%°.

Min. absolutni hodnota normalizovaného FP &isla: pro mimaoms = 100, ejes =
01 je Zmin = 1.00 x 10748,

Nula je reprezentovdna mimems = 000, e;es = 00. Ob& (£0) ekvivalentni.

Subnormalni ¢isla: upustime-li od normalizovaného tvaru (m; # 0), 1ze reprezen-
tovat &isla men$f nez xpin: mimams = 010, ejeq = 00 davd x = 10749,
mimams = 001, ejez = 00 ddvd x = 10759,

Subnormdlni ¢isla zlepsSuji pfesnost v okoli 0: uvazujme fragment kédu if (x!=y) z=1.0/(x-y);,ax = 1.02 X

10748,y = 1.01 x 10~*8. Podminka je v rdmci normalizovanych FP spln&na, ale rozdil z — y je pod rozsahem
normalizovanych FP (= déleni nulou!), nikoli viak subnormélnich FP, z — y = 10~50,
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30/263 Zaklady pogitadové fyziky

Volime-li bdzi 3 = 2, mame normalizovany tvar

, de bit
(&
T = o X m X 2 (1.2)
~~ ~~
0=+,1=- 1<m<2
, 1 bit , d bitl

Napft. (109.375)19 = (1101101.011)5 = +1 x 1.101101011 x 2°. M&me pro
uloZeni 11 bitt: d,, = 6, d. = 4, jeden bit pro znaménko. FP reprezentace
je (zatim bez biasu) [ [ 17 mamamamsing |e1ezezeq| = 0] 110110[0110].
Pozadavek na normalizaci ve dvojkové soustavé ( ) znamena ,
je tedy zbytecné m, uklddat a misto toho ulozit dalsi,

, navic. Toto se nazyva (hidden bit technique): FP
reprezentace je pak |0 101101 [0110].
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Volime-li bdzi 3 = 2, mame normalizovany tvar

, de bit
(&
T = o X m X 2 (1.2)
~~ ~~
0=+,1=- 1<m<2
, 1 bit , d bitl

Napft. (109.375)19 = (1101101.011)5 = +1 x 1.101101011 x 2°. M&me pro
uloZeni 11 bitt: d,, = 6, d. = 4, jeden bit pro znaménko. FP reprezentace
je (zatim bez biasu) [ [ 17 mamamamsing |e1ezezeq| = 0] 110110[0110].
Pozadavek na normalizaci ve dvojkové soustavé ( ) znamena ,
je tedy zbytecné m, uklddat a misto toho ulozit dalsi,

, navic. Toto se nazyva (hidden bit technique): FP
reprezentace je pak |0 101101 [0110].

Standardizuje FP Cisla, jak provadét aritmetické operace,
aoSetfeni vyjimek (exceptions handling). Vyvinut v 80 letech 20. stoleti (IEEE,
W. Kahan), nyni respektovan vSemi vyrobci CPU.

ANSI/IEEE 754-1985 (pro 8 = 2), ANSI/IEEE 854-1987 (pro obecné 3)
ISO standard: IEC 559: 1989
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31/263 Zaklady pogitadové fyziky

Cislo 2 € F je bindrné reprezentovéno jako

de-bitovy bias
FE
T = o X m X 2 € -
~—~ ~—
1-bitové dm-bitova
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31/263 Zaklady pogitadové fyziky

Cislo 2 € F je bindrné reprezentovéno jako

de-bitovy bias
E
T = o X m x 2 ¢ (1.3)
~—~ ~—~
1-bitové dm-bitova
(single precision)
4 B (podléhaji endianite) 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zdporné
do = 8, bias E = (127)19 dm = 23, technika skrytého bitu
1.18 x 10738, 3.40 x 1038 1.1921 x 1077, 5.9605 x 108

’ g ‘ €1€2€3 - €8 ‘ mimoms - - -1Ma3 ‘
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31/263 Zaklady pogitadové fyziky

Cislo 2 € F je bindrné reprezentovéno jako

de-bitovy bias
’ E
T = o X m x 2 € - (1.3)
~— ~—~
1-bitové dm-bitova

(single precision)

4 B (podléhaji endianite) 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zdporné
do = 8, bias E = (127)19 dm = 23, technika skrytého bitu
1.18 x 10738, 3.40 x 1038 1.1921 x 1077, 5.9605 x 108

’ g ‘ €1€2€3 - €8 ‘ mimoms - - -1Ma3 ‘

[ eieses---es | Hodnota | Poznamka ]

(00000000)2 = (0)10 +(0.mq - -maz)2 x 27128 [ mq = -+ = ma3 = 0: nula (£0)
+(0.mq -+ -mag)a x 27126 | aspoii jedno m; # 0: subnormalni

(00000001)2 = (1)10 +(1.mq - -maz)2 x 2725 | normalizované &islo

(01111111)2 = (127)10 | (1.m1 -+ ma3)2 x 2° normalizované &islo

(10000000)2 = (128)10 | %(1.m7 ---maz)2 x 2! normalizované &islo

(11111110)2 = (254)10 | £(1.m1 ---mag)2 x 227 normalizované &islo

(11111111)9 = (255)10 | ,*inf‘a,-inf° mp = -+ =ma3 = 0: oo
,NaN* aspoii jedno m; # 0: not a number
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32/263 Zaklady pogitadové fyziky

Dvojndsobnd presnost (double precision)

Délka: 8 B (podléhaji endianit¢) Znam.:
Exponent:  de = 11, bias E = (1023)19 | Mant.:
]t 2,23 x 107398179 x 10398 | - -

1bit; 0 pro kladné, 1 pro zap.
dy = 52, technika skrytého bitu
2.22 x 10716, 1.11 x 10716

| o | erezes---erq | mymams---msy |
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32/263

(double precision)

Zaklady pocitacové fyziky

8 B (podléhaji endianite)
de = 11, bias B = (1023)10
2.23 x 107398,1.79 x 1038

1 bit; O pro kladné, 1 pro zap.
dy = 52, technika skrytého bitu
2.22 x 10716, 1.11 x 10716

[ o0 | ereges---e1n | mymams---msy |
[ eiese3---en | Hodnota | Poznimka ]
(00000000000)2 = (0)10 +(0.mq - -ms2)2 mi = --- = mse = 0: nula (£0)
+(0.mq -+ - ms2)2 aspori jedno m; # 0: subnormaln{
(00000000001)2 = (1)10 +(l.mq -+ -ms2)2 normalizované &islo
(01111111111)2 = (1023)10 | £(l.m1---ms52)2 normalizované ¢islo
(10000000000)2 = (1024)10 | £(l.m1 - -ms52)2 normalizované &islo
(11111111110)2 = (2046)10 | £(l.m1 - -ms52)2 normalizované &islo
(11111111111)2 = (2047)10 | ,+inf‘a,-inf" mi =---=mso = 0: oo
,NaN* aspon jedno m; # 0: not a number
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32/263 Zaklady pogitadové fyziky

(double precision)

8 B (podléhaji endianite) 1 bit; O pro kladné, 1 pro zap.
de = 11, bias E = (1023)1¢ dm = 52, technika skrytého bitu
2.23 x 107398,1.79 x 1038 2.22 x 10716, 1.11 x 10716

[ o0 | ereges---e1n | mymams---msy |

[ eiese3---en | Hodnota | Poznimka ]

(00000000000)2 = (0)10 +£(0.m1 - -ms2)2 x 271022 T my = ... = mse = 0: nula (£0)

+(0.mq -+ -ms2)2 X 271022 | a5poit jedno m; # 0: subnormdlni
(00000000001)2 = (1)10 +(1.mq ---ms2)2 x 271922 | normalizované &fslo
(01111111111)9 = (1023)10 | £(l.mq ---ms2)a x 2° normalizované ¢islo
(10000000000)2 = (1024)19 | £(1.m7---ms2)a x 2! normalizované &islo
(11111111110)2 = (2046)10 | £(1.m1 ---msa2)2 x 21023 normalizované &fslo
(I1111111111)5 = (2047)10 | +inf‘ a -inf® m1 = --- = mgg = 0: 200

,NaN* aspon jedno m; # 0: not a number

E Jaké &islo reprezentuje v jedn. pies. |0]10000000|00110000000000000000000|?
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32/263 Zaklady pogitadové fyziky

(double precision)

8 B (podléhaji endianite) 1 bit; O pro kladné, 1 pro zap.
de = 11, bias E = (1023)1¢ dm = 52, technika skrytého bitu
2.23 x 107398,1.79 x 1038 2.22 x 10716, 1.11 x 10716

[ o0 | ereges---e1n | mymams---msy |

[ eiese3---en | Hodnota | Poznimka ]

(00000000000)2 = (0)10 +£(0.m1 - -ms2)2 x 271022 T my = ... = mse = 0: nula (£0)

+(0.mq -+ -ms2)2 X 271022 | a5poit jedno m; # 0: subnormdlni
(00000000001)2 = (1)10 +(1.mq ---ms2)2 x 271922 | normalizované &fslo
(01111111111)9 = (1023)10 | £(l.mq ---ms2)a x 2° normalizované ¢islo
(10000000000)2 = (1024)19 | £(1.m7---ms2)a x 2! normalizované &islo
(11111111110)2 = (2046)10 | £(1.m1 ---msa2)2 x 21023 normalizované &fslo
(I1111111111)5 = (2047)10 | +inf‘ a -inf® m1 = --- = mgg = 0: 200

,NaN* aspon jedno m; # 0: not a number

E Jaké &islo reprezentuje v jedn. pies. |0|10000000|00110000000000000000000|7% =& X (p—C+e-C+T1)
Jak je zobrazeno x = 5 jako 4 B integer?
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(double precision)

Zaklady pocitacové fyziky

8 B (podléhaji endianite)
de = 11, bias B = (1023)10
2.23 x 107398,1.79 x 1038

1 bit; O pro kladné, 1 pro zap.

dy = 52, technika skrytého bitu

2.22 x 10716, 1.11 x 10~16

[ o0 | ereges---e1n | mymams---msy |
[ eiese3---en | Hodnota | Poznimka
(00000000000)2 = (0)10 +(0.mq - -ms2)2 mi = --- = mse = 0: nula (£0)
+(0.mq -+ - ms2)2 aspori jedno m; # 0: subnormaln{
(00000000001)2 = (1)10 +(l.mq -+ -ms2)2 normalizované &islo
(01111111111)2 = (1023)10 | £(l.m1---ms52)2 normalizované ¢islo
(10000000000)2 = (1024)10 | £(l.m1 - -ms52)2 normalizované &islo
(11111111110)2 = (2046)10 | £(l.m1 - -ms52)2 normalizované &islo
(TII11111111); = (2047)10 | +inf" a -inf" My = =mpz = 0: oo
,NaN* aspon jedno m; # 0: not a number

E Jaké &islo reprezentuje v jedn. pies. |0|10000000|00110000000000000000000|7% =& X (p—C+e-C+T1)

Jak je zobrazeno x = 5 jako 4 B integer?

Jak je zobrazeno x = 5.0 jako single prec.?

[10100000000000000000000000000000}
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(double precision)

8 B (podléhaji endianite) 1 bit; O pro kladné, 1 pro zap.
de = 11, bias E = (1023)1¢ dm = 52, technika skrytého bitu
2.23 x 107398,1.79 x 1038 2.22 x 10716, 1.11 x 10716

[ o0 | ereges---e1n | mymams---msy |

[ eiese3---en | Hodnota | Poznimka ]

(00000000000)2 = (0)10 +£(0.m1 - -ms2)2 x 271022 T my = ... = mse = 0: nula (£0)

+(0.mq -+ -ms2)2 X 271022 | a5poit jedno m; # 0: subnormdlni
(00000000001)2 = (1)10 +(1.mq ---ms2)2 x 271922 | normalizované &fslo
(01111111111)9 = (1023)10 | £(l.mq ---ms2)a x 2° normalizované ¢islo
(10000000000)2 = (1024)19 | £(1.m7---ms2)a x 2! normalizované &islo
(11111111110)2 = (2046)10 | £(1.m1 ---msa2)2 x 21023 normalizované &fslo
(I1111111111)5 = (2047)10 | +inf‘ a -inf® m1 = --- = mgg = 0: 200

,NaN* aspon jedno m; # 0: not a number

E Jaké &islo reprezentuje v jedn. pies. |0|10000000|00110000000000000000000|7% =& X (p—C+e-C+T1)

Jak je zobrazeno z = 5 jako 4 B integer?  [T0T00000000000000000000000000000|
Jak je zobrazeno = = 5.0 jako single prec.? [00000000000000000000010|1000000T[0] = 7@ X (z—T + T)
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33/263 Zaklady pogitadové fyziky

Rozsirend dvojndsobnd presnost (double-extended precision)
Doporuceno normou ANSI/IEEE 754-1985 (maji registry mikroprocesort Intel).

Délka: 10 B (podléhaji endianite) Znam.: 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zap.
Exponent:  d, = 15, bias E = (16383)19 | Mantisa:  dy, = 64, bez skrytého bitu

‘ o ‘ €1€2€3 - €15 ‘ mimaing - - - Mgy ‘
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Zaklady pocitacové fyziky

(double-extended precision)
Doporuceno normou ANSI/IEEE 754-1985 (maji registry mikroprocesort Intel).

10 B (podléhaji endianité)
de = 15, bias E = (16383)1¢

1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zap.
dy = 64, skrytého bitu

’ g \ €1€2€3 - - €15

\ Mm1maing - - - Meq ‘

[ eieze3---e1s | Hodnota | Poznamka ]
(000000000000000)2 = (0)10 +(m1.ma---mga)a X 2710362 T mq = ... = mgq = 0: nula (£0)
(000000000000001)2 = (1)10 +(m1.ma---me4)2 x 2716362 | normalizované &islo
(011111111111111)2 = (16383)10 | £(m1.m2---mea)2 X 20 normalizované &islo
(100000000000000)2 = (16384)19 | E£(m1.m2---Mmea)2 X 21 normalizované &islo
(111111111111110)9 = (32766)10 | £(m1.ma - mea)a x 216363 normalizované &fslo
(111111111111111)2 = (32767)10 | ,+inf‘a,-inf" my1 = --- = mgq = 0: £00

,NaN* aspoil jedno m; # 0: not a number

Uzite¢né pro docasné uchovani mezivysledkt (v registrech). Existuje také
(single-extended precision). Podrobné viz [Goldberg, 1991].
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Zaklady pocitacové fyziky

(double-extended precision)
Doporuceno normou ANSI/IEEE 754-1985 (maji registry mikroprocesort Intel).

10 B (podléhaji endianité)
de = 15, bias E = (16383)1¢

1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zap.
dy = 64, skrytého bitu

’ g \ €1€2€3 - - €15

\ Mm1maing - - - Meq ‘

[ eieze3---e1s | Hodnota | Poznamka ]
(000000000000000)2 = (0)10 +(m1.ma---mga)a X 2710362 T mq = ... = mgq = 0: nula (£0)
(000000000000001)2 = (1)10 +(m1.ma---me4)2 x 2716362 | normalizované &islo
(011111111111111)2 = (16383)10 | £(m1.m2---mea)2 X 20 normalizované &islo
(100000000000000)2 = (16384)19 | E£(m1.m2---Mmea)2 X 21 normalizované &islo
(111111111111110)9 = (32766)10 | £(m1.ma - mea)a x 216363 normalizované &fslo
(111111111111111)2 = (32767)10 | ,+inf‘a,-inf" my1 = --- = mgq = 0: £00

,NaN* aspoil jedno m; # 0: not a number

Uzite¢né pro docasné uchovani mezivysledkt (v registrech). Existuje také
(single-extended precision). Podrobné viz [Goldberg, 1991].

E Co predstavuje |0|10000000|10000000000000000000000| jako single prec. FP &islo a co jako 4 B integer?
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(double-extended precision)
Doporuceno normou ANSI/IEEE 754-1985 (maji registry mikroprocesort Intel).

10 B (podléhaji endianite) 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zap.
de = 15, bias E = (16383)1¢ dn = 64, skrytého bitu

’ g \ €1€2€3 - - €15 \ Mm1maing - - - Meq ‘

[ eieze3---e1s | Hodnota | Poznamka ]
(000000000000000)2 = (0)10 +(m1.ma---mga)a X 2710362 T mq = ... = mgq = 0: nula (£0)
(000000000000001)2 = (1)10 +(m1.ma---me4)2 x 2716362 | normalizované &islo
(011111111111111)2 = (16383)10 | £(m1.m2---mea)2 X 20 normalizované &islo
(100000000000000)2 = (16384)19 | E£(m1.m2---Mmea)2 X 21 normalizované &islo
(111111111111110)9 = (32766)10 | £(m1.ma - mea)a x 216363 normalizované &fslo
(111111111111111)2 = (32767)10 | ,+inf‘a,-inf" my1 = --- = mgq = 0: £00

,NaN* aspoil jedno m; # 0: not a number

Uzite¢né pro docasné uchovani mezivysledkt (v registrech). Existuje také
(single-extended precision). Podrobné viz [Goldberg, 1991].

Co predstavuje [0]10000000|10000000000000000000000]| jako single prec. FP ¢&islo a co jako 4 B integer?
8CTI9E6LLOT B O'E
Jak jsou v single prec. zobrazena &isla 27126 a (2 — 2723) x 21279
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(double-extended precision)
Doporuceno normou ANSI/IEEE 754-1985 (maji registry mikroprocesort Intel).

10 B (podléhaji endianite) 1 bit; 0 pro kladné, 1 pro zap.
de = 15, bias E = (16383)1¢ dn = 64, skrytého bitu

’ g \ €1€2€3 - - €15 \ Mm1maing - - - Meq ‘

[ eieze3---e1s | Hodnota | Poznamka ]
(000000000000000)2 = (0)10 +(m1.ma---mga)a X 2710362 T mq = ... = mgq = 0: nula (£0)
(000000000000001)2 = (1)10 +(m1.ma---me4)2 x 2716362 | normalizované &islo
(011111111111111)2 = (16383)10 | £(m1.m2---mea)2 X 20 normalizované &islo
(100000000000000)2 = (16384)19 | E£(m1.m2---Mmea)2 X 21 normalizované &islo
(111111111111110)9 = (32766)10 | £(m1.ma - mea)a x 216363 normalizované &fslo
(111111111111111)2 = (32767)10 | ,+inf‘a,-inf" my1 = --- = mgq = 0: £00

,NaN* aspoil jedno m; # 0: not a number

Uzite¢né pro docasné uchovani mezivysledkt (v registrech). Existuje také
(single-extended precision). Podrobné viz [Goldberg, 1991].

Co predstavuje |0]10000000|10000000000000000000000 jako single prec. FP &slo a co jako 4 B integer?
8TI9E6LLOT B O'E

Jak jsou v single prec. zobrazena &isla 27126 a (2 — 2723) x 21279
[TTTTITITITITITITITIITIITIOTTTITTIIT(Ol ® [00000000000000000000000/T0000000]0)
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34/263 Zaklady pogitadové fyziky

Jak probihd napt. secteni dvou FP ¢&isel? Pokud nejsou
exponenty stejné, zvétsi se exponent mensiho ¢isla na hodnotu vétsiho ¢isla,
a zaroven se zmenSuje mantisa posunem cifer o potfebny pocet mist doprava
(j. d€lenim S, right-shifting ).

Napt. v hrackovém modelu s&ftdme 1 = 1.00 x 10° a 0.01 = 1.00 x 1072,
Upravime druhy sé¢itanec na 0.01 x 10° a se¢teme: 1.00 x 10° +0.01 x 10° =
1.01 x 10°.
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Jak probihd napt. secteni dvou FP ¢&isel? Pokud nejsou
exponenty stejné, zvétsi se exponent mensiho ¢isla na hodnotu vétsiho ¢isla,
a zaroven se zmenSuje mantisa posunem cifer o potfebny pocet mist doprava
(j. d€lenim S, right-shifting ).

Napt. v hrackovém modelu s&ftdme 1 = 1.00 x 10° a 0.01 = 1.00 x 1072,
Upravime druhy sé¢itanec na 0.01 x 10° a se¢teme: 1.00 x 10° +0.01 x 10° =
1.01 x 10°.

Kdyby byl druhy s&itanec nejblizsi mensi FP &islo nez 0.01, tj. 9.99 x 1073,
dostaneme srovnanim jeho exponentu a posunem mantisy o tfi pozice 1.00 x
10° 4 0.00999 x 10° = 1.00 x 10°!

Cislo 0.01 je nejmensi kladné FP &islo e, pro které plati 1 +& > 1, nebo jinak,
1 + ¢ je nejblizsi FP ¢islo vétsi nez 1. Nazyva se (machine
epsilon). V naSem hrackovém modelu ¢ = 0.01.
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Jak probihd napt. secteni dvou FP ¢&isel? Pokud nejsou
exponenty stejné, zvétsi se exponent mensiho ¢isla na hodnotu vétsiho ¢isla,
a zaroven se zmenSuje mantisa posunem cifer o potfebny pocet mist doprava
(j. d€lenim S, right-shifting ).

Napt. v hrackovém modelu s&ftdme 1 = 1.00 x 10° a 0.01 = 1.00 x 1072,
Upravime druhy sé¢itanec na 0.01 x 10° a se¢teme: 1.00 x 10° +0.01 x 10° =
1.01 x 10°.

Kdyby byl druhy s&itanec nejblizsi mensi FP &islo nez 0.01, tj. 9.99 x 1073,
dostaneme srovnanim jeho exponentu a posunem mantisy o tfi pozice 1.00 x
10° 4 0.00999 x 10° = 1.00 x 10°!

Cislo 0.01 je nejmensi kladné FP &islo e, pro které plati 1 4+ ¢ > 1, nebo jinak,
1 + ¢ je nejblizsi FP ¢islo vétsi nez 1. Nazyva se (machine
epsilon). V naSem hrackovém modelu € = 0.01.

Analogicky v binarni IEEE aritmetice je strojové epsilon ¢ = 279 (pii pou-
7iti skrytého bitu) a e = 27 (bez pouziti skrytého bitu). (Lze definovat
rovnéz strojové epsilon €_ pro od1.)
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35/263 Zaklady pogitadové fyziky

Demonstrace pro single precision:
1.0 = {0]01111111]|00000000000000000000000|
e = (0] 01101000 |00000000000000000000000

(104)10
Zvétsime-li exponent € o 1, musime mantisu délit dvojkou, ¢imz se skryty bit
posune na prvni misto v mantise (ted uz ale zadny dal$i skryty bit u £ neni!):

e = [0/01101001 | 10000000000000000000000)|
(105)10
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35/263 Zaklady pogitadové fyziky

Demonstrace pro single precision:
1.0 = |0/01111111|00000000000000000000000|
e = 1001101000 |00000000000000000000000|
(104)10
Zvétsime-li exponent € o 1, musime mantisu délit dvojkou, ¢imz se skryty bit
posune na prvni misto v mantise (ted uz ale zadny dal$i skryty bit u £ neni!):
e = [0/01101001 | 10000000000000000000000)|
—_—
(105)10
Dalsim zvétSenim exponentu o 1 a posunem mantisy doprava mame:
e =10[01101010 |01000000000000000000000|
—_—
(106)10
Po 127 — 104 = 23 = d,,, takovych operacich je mantisa srovndna a skryty bit
vytladen na pravou krajni pozici:
e =[0/01111111|00000000000000000000001 |
(127)
10
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36/263 Zaklady pocitacové fyziky

Vezmeme-li misto ¢isla 1.0 libovolné FP &islo z s obecnym exponentem e — E a
mantisou m nejvyse |111. .. 10|, bude pfislu$né strojové epsilon mit exponent mensi
o dy,, a v mantise samé nuly, tj. nejblizsi FP &islo bude 0 & x 2¢~F vétii. Pro 1 < x < 2
jee—E =0,pro2 < x <4jee— FE =1 (mezeramezi FP ¢isly 2¢), pro0.5 <z < 1
je e — E = —1 (mezera mezi FP &isly £/2), apod. Cim V&t je FP &islo, tim vetii je
mezera mezi nimi; FP ¢isla maji vysokou hustotu v blizkosti nuly a ¢im vice se od
nuly vzdalujeme, tim se stdvaji fid$imi — viz obrdzek na nésledujici strané.

[ Jaka je mezera mezi 1024 a nejblizsim vétsim IEEE single precision FP Sislem?
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Vezmeme-li misto ¢isla 1.0 libovolné FP &islo z s obecnym exponentem e — E a
mantisou m nejvyse |111. .. 10|, bude pfislu$né strojové epsilon mit exponent mensi
o dy,, a v mantise samé nuly, tj. nejblizsi FP &islo bude 0 & x 2¢~F vétii. Pro 1 < x < 2
jee—E =0,pro2 < x <4jee— FE =1 (mezeramezi FP ¢isly 2¢), pro0.5 <z < 1
je e — E = —1 (mezera mezi FP &isly £/2), apod. Cim V&t je FP &islo, tim vetii je
mezera mezi nimi; FP ¢isla maji vysokou hustotu v blizkosti nuly a ¢im vice se od
nuly vzdalujeme, tim se stdvaji fid$imi — viz obrdzek na nésledujici strané.

[ Jaki je mezera mezi 1024 a nejblizsim vétsim IEEE single precision FP Sislem?

¢1000°0 = 37¢0T

Uvazujte &islo (0.1)1¢. Jakd je jeho single precision FP reprezentace?

| — ' ' ' ' ' ' ' ' ®Pryni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



36/263 Zaklady pocitacové fyziky

Vezmeme-li misto ¢isla 1.0 libovolné FP &islo z s obecnym exponentem e — E a
mantisou m nejvyse |111. .. 10|, bude pfislu$né strojové epsilon mit exponent mensi
o dy,, a v mantise samé nuly, tj. nejblizsi FP &islo bude 0 & x 2¢~F vétii. Pro 1 < x < 2
jee—E =0,pro2 < x <4jee— FE =1 (mezeramezi FP ¢isly 2¢), pro0.5 <z < 1
je e — E = —1 (mezera mezi FP &isly £/2), apod. Cim V&t je FP &islo, tim vetii je
mezera mezi nimi; FP ¢isla maji vysokou hustotu v blizkosti nuly a ¢im vice se od
nuly vzdalujeme, tim se stdvaji fid$imi — viz obrdzek na nésledujici strané.

[ Jaki je mezera mezi 1024 a nejblizsim vétsim IEEE single precision FP Sislem?
Z1000°0 ~ 3201

Uvazujte &islo (0.1)1¢. Jakd je jeho single precision FP reprezentace?
0t(gzr)

—
[00TT00TT00TTO0TTO0TTO0T| TTOTTLIO0 0] =
p—C X (- + 1g-C+ 0g-C+ s1-C+ g1-C+ g1-C+ g1-G+ -8+ g0+ g-CF -+ -T+T)

NP2

Ma technika skrytého bitu v tomto piipadé za dusledek presnéjsi reprezentaci?
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Vezmeme-li misto ¢isla 1.0 libovolné FP &islo z s obecnym exponentem e — E a
mantisou m nejvyse |111. .. 10|, bude pfislu$né strojové epsilon mit exponent mensi
o dy,, a v mantise samé nuly, tj. nejblizsi FP &islo bude 0 & x 2¢~F vétii. Pro 1 < x < 2
jee—E =0,pro2 < x <4jee— FE =1 (mezeramezi FP ¢isly 2¢), pro0.5 <z < 1
je e — E = —1 (mezera mezi FP &isly £/2), apod. Cim V&t je FP &islo, tim vetii je
mezera mezi nimi; FP ¢isla maji vysokou hustotu v blizkosti nuly a ¢im vice se od
nuly vzdalujeme, tim se stdvaji fid$imi — viz obrdzek na nésledujici strané.

[ Jaki je mezera mezi 1024 a nejblizsim vétsim IEEE single precision FP &islem?
Z1000°0 ~ 3201

Uvazujte &islo (0.1)1¢. Jakd je jeho single precision FP reprezentace?
0t(gzr)
—
[00TT00TTO0TTO0TTO0TTO0T| TTOTTLIO 0] =
p—C X (- + 1g-C+ 0g-C+ s1-C+ g1-C+ g1-C+ g1-G+ -8+ g0+ g-CF -+ -T+T)

NP2

Ma technika skrytého bitu v tomto pfipad€ za dusledek presnéjsi reprezentaci? N

Program epsilon [Sandu, 2001] po zadani exponentu p se¢te 1 + 277 a od vysledku
odette 1 (pro single i double precision). Je-li 277 < &, vysledek bude nula. Spustte pro-
gram pro p € {20,...,60} a experimentalné zjistéte strojové epsilon pro jednoduchou
i dvojnasobnou presnost.
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37/263 Zaklady pogitadové fyziky

4e

Gap between successive FP numbers
[\®)
o™
T
I

€2 B

[ B
1 1 1 1 1 1 1 1 1

-8 -4 -2 -1-050051 2 4 8

Grafické znazornéni rozloZeni FP &isel. V kazdém intervalu (27, 2"1) lezi
stejny pocet FP Cisel, takZe mezera mezi nimi se zvétSuje a hustota zmensuje.

Mnozina FP &isel: F = {£0, normalni, subnormalni, £00}.
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38/263 Zaklady pocitacové fyziky

Pomoci programi machar single a machar double [Press et al., 1997a] diagnosti-
kujte FP parametry vaseho systému. Polozky na vystupu znamenaji:
= (3, baze pouzivané Ciselné soustavy.
= dm + 1 (pfi pouziti skrytého bitu), dy, bez néj; polet cifer mantisy.

Vraci 0, ...,5 informujici o zpisobu zaokrouhlovani pfi scitani a jak je oSetreno
podteceni. 2, 5: vas systém zaokrouhluje podle IEEE standardu. 1, 4: vas systém
provadi zaokrouhlovani, ale ne podle IEEE standardu. 0, 3: nezaokrouhluje,
usekava. 0, 1, 2: bez subnormalnich cisel, 3, 4, 5: uziva subnormalnich cisel.

Pocet ,guard digits'.
Nejmensi (nejzaporn&jsi) exponent e — E baze 3 takovy, ze 1 + 3¢~ F > 1.
Nejmensi (nejzaporn&jsi) exponent e — E baze 3 takovy, ze 1 — 3¢~ F < 1.
= d,, pocet bitll exponentu.
Nejmensi (nejzdpornéjsi) exponent e — E baze [ konzistentni s normalizova-
nymi Cisly.
Nejvétsi (kladny) exponent e — E baze §.
= ¢, strojové epsilon.
= e¢_, strojové epsilon ¢_.
= [3minexP nejmendi kladné normalizované FP é&islo.
= (1 — e_)[™>**P nejvétsi normalizované FP ¢islo.
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39/263 Zaklady pogitadové fyziky

Neni-li x € R a zdroveil * ¢ F, musime je reprezentovat
vhodnym FP ¢islem — (rounding). ANSI/IEEE definuje ¢tyfi
typy zaokrouhlovani: nahoru, dold, k nule, k nejbliz§imu FP &islu.

Oznaéme x_ (7 ) nejbliz§{ menSi nebo rovné
(vétsi nebo rovné) FP ¢islo, a definujme

9= 77 b mrouonimapos 1= a9
Zaokrouhleni reprezentuje urcitou (roundoff error).
Relativni zaokrouhlovaci chybu ¢ definujeme

[z] = (1 +0) (1.5)
ProtoZe |[x] — x| < |z; —x_| azdrovei x > z_, je

8] < '“l;_f" = ;22_2 <e (1.6)

E Naleznéte v naSem hrackovém FP modelu pfiklad ¢éisla takového, Ze pii zaokrouhleni doli § =~ e.
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Neni-li x € R a zdroveil * ¢ F, musime je reprezentovat
vhodnym FP ¢islem — (rounding). ANSI/IEEE definuje ¢tyfi
typy zaokrouhlovani: nahoru, dold, k nule, k nejbliz§imu FP &islu.

Oznaéme x_ (7 ) nejbliz§{ menSi nebo rovné
(vétsi nebo rovné) FP ¢islo, a definujme

9= 77 b mrouonimapos 1= a9
Zaokrouhleni reprezentuje urcitou (roundoff error).
Relativni zaokrouhlovaci chybu ¢ definujeme

[z] = (1 +0) (1.5)
ProtoZe |[x] — x| < |z; —x_| azdrovei x > z_, je

8] < '“l;_f" = ;22_2 <e (1.6)

Naleznéte v naSem hrackovém FP modelu pfiklad ¢éisla takového, Ze pii zaokrouhleni doli § =~ e.
66660 =
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40/263 Zaklady pogitadové fyziky

Zahozeni (odseknuti) bitd nenulovych které se
nevejdou do mantisy. Zfejmé 0 < z_ < z prokladnd z az < z; < ( pro zdporna
x. Zaokrouhlené ¢islo neni ddle od nuly neZ zaokrouhlované ¢&islo. Zaokrouhlovaci
chyba

—e < 6ch0pping <0 (L.7)

Pouziva vétsina procesort; pod
(rounding) budeme déle rozumét tento zpdsob.

_fa jedi am <z < (zy —zo)

= - 1.
=] { xy jeli x>z > %(m —x_) (1.8)
Ziejmé
_%5 < 5r0unding < %5 (1.9)
Chyby maji obé znaménka, takZe se pravdépodobné zrusi a nebudou se akumulovat
jako u zaokrouhleni k nule. Je-li x = %(az+ + x_), IEEE standard vyZaduje vybrat
zaokrouhleni se sudym (nulovym) poslednim bitem. Napf. pro Sestibitovou mantisu
x = 1.0000001 mize byt zaokrouhleno na z_ = 1.000000 nebo na xz = 1.000001;
v tomto ptipadé x_. To garantuje polovinu zaokrouhleni nahoru a polovinu dold.
Podrobné viz [Goldberg, 1991, Prager a Sykorova, 2004].
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41/263 Zaklady pocitacové fyziky

FP Cisla jsou pfesnd az na faktor (1 £ £/2). Pro jednoduchou pfesnost to
znamen4 141077, tj. cca 7 desetinnych mist pro &fsla f4du jednotek, u &isel Fadu
107 jsou nepfesnosti ,postizeny* jednotky, u ¢isel mensich neZ 1 je nepiesnosti
,postizena‘ sedma cifra po prvni nenulové ¢islici.

Podobné pro dvojndsobnou piesnost je presnych cca 16 desetinnych mist pro
¢isla fadu jednotek.

E Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty téchto ¢isel:
= dl 4 =20
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41/263 Zaklady pocitacové fyziky

FP Cisla jsou pfesnd az na faktor (1 £ £/2). Pro jednoduchou pfesnost to
znamen4 141077, tj. cca 7 desetinnych mist pro &fsla f4du jednotek, u &isel Fadu
107 jsou nepfesnosti ,postizeny* jednotky, u ¢isel mensich neZ 1 je nepiesnosti
,postizena‘ sedma cifra po prvni nenulové ¢islici.

Podobné pro dvojndsobnou piesnost je presnych cca 16 desetinnych mist pro

¢isla fadu jednotek.

E Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty téchto ¢isel:
r=4+27%2 T =[2] OISR AN (gz-C+1)c =2
r=8+2"20
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41/263 Zaklady pocitacové fyziky

FP Cisla jsou pfesnd az na faktor (1 £ £/2). Pro jednoduchou pfesnost to
znamen4 141077, tj. cca 7 desetinnych mist pro &fsla f4du jednotek, u &isel Fadu
107 jsou nepfesnosti ,postizeny* jednotky, u ¢isel mensich neZ 1 je nepiesnosti
,postizena‘ sedma cifra po prvni nenulové ¢islici.

Podobné pro dvojndsobnou piesnost je presnych cca 16 desetinnych mist pro

¢isla fadu jednotek.

E Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty téchto ¢isel:
=442 T = [2] ORI (gp-C+T)eT =7
r=8+272 T =[] ‘oRdA N (gr-C+ 1)t =7
r=16+2"2
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41/263 Zaklady pocitacové fyziky

FP Cisla jsou pfesnd az na faktor (1 £ £/2). Pro jednoduchou pfesnost to
znamen4 141077, tj. cca 7 desetinnych mist pro &fsla f4du jednotek, u &isel Fadu
107 jsou nepfesnosti ,postizeny* jednotky, u ¢isel mensich neZ 1 je nepiesnosti
,postizena‘ sedma cifra po prvni nenulové ¢islici.

Podobné pro dvojndsobnou piesnost je presnych cca 16 desetinnych mist pro
¢isla fadu jednotek.

E Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty téchto ¢isel:
z=4+2"20  w=[1]08RdIN (5 C+TE=2
r=8+272 T =[] ‘oRdA N (gr-C+ 1)t =7
r=16+272  (1a71s0d £pns) (gp g+ 1)pg = TE 5= "7 = [#] WU (1 T+ )3T =2

z=32+2"20
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41/263 Zaklady pocitacové fyziky

FP Cisla jsou pfesnd az na faktor (1 £ £/2). Pro jednoduchou pfesnost to
znamen4 141077, tj. cca 7 desetinnych mist pro &fsla f4du jednotek, u &isel Fadu
107 jsou nepfesnosti ,postizeny* jednotky, u ¢isel mensich neZ 1 je nepiesnosti
,postizena‘ sedma cifra po prvni nenulové ¢islici.

Podobné pro dvojndsobnou piesnost je presnych cca 16 desetinnych mist pro
¢isla fadu jednotek.

E Jaké jsou v IEEE single precision zaokrouhlené hodnoty téchto ¢isel:
=442 T = [2] ORI (gp-C+T)eT =7
r=8+272 T = [z] OISR dd o (gz-C+ 1)l =7
z=164+2"20 (19 '150d £p1S) “(gp T+ T)pe = TT 50 = ~2 = [2] QIIOU(, T+ 1);8 =7
r=32+2"2 —x = [z] opyer ‘—z Yol ol & g JuRU (gp T+ 1) T =7

Vyzkougejte program round s &sly 1.0,2.0,1.1,0.5,0.0625, 0.6,0.62 a podle vlastniho
vybéru. Vysvétlete ziskané vysledky.
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1.3. Aritmetické operace

Hodnoty operandd jsou naéteny z paméti do registri OP 1
CPU, (ALU) provede OP 2
operaci, vysledek vrati do tfetiho registru, poté je | REG 1] | REG 2]

hodnota uloZena do paméti.

Operandy: FP &isla. Ale vysledek aritmetické ope- \ ALU

race byt FP Cislo! Bude zaokrouhleno =-
vysledek aritmetické operace je obecné poskozen Result

zaokrouhlovaci chybou.

V nasem hratkovém modelu mé&jme dvé FP ¢&isla @ = 97.2 = 9.72 x 10! a b = 6.43 =
6.43 x 10°. Mantisa druhého se posune tak, aby se exponenty rovnaly.

1
9.72  x10 Vysledek 1.0363 x 102 neni FP &islo! Bude zaokrouhlen na 1.04 x 102 =
0.643 x10! 104. Matematicky vysledek se 1i§{ od numerického! Oznacme FP aritmetické
10.363 X 101 operace @, O, ®, @; obecné napt. a ® b # a + b.

FP s&itani neni asociativni! Pro ¢ = 0.999 = 9.99 x 10! je (a ®b) © ¢ = 1.04 x 10% = 104,
alea® (b®c) = 1.05 x 10% = 105.
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1.3. Aritmetické operace

Hodnoty operandd jsou naéteny z paméti do registri OP 1
CPU, (ALU) provede OP 2
operaci, vysledek vrati do tfetiho registru, poté je | REG 1] | REG 2]

hodnota uloZena do paméti.

Operandy: FP &isla. Ale vysledek aritmetické ope- \ ALU

race byt FP Cislo! Bude zaokrouhleno =-
vysledek aritmetické operace je obecné poskozen Result

zaokrouhlovaci chybou.

V nasem hratkovém modelu mé&jme dvé FP ¢&isla @ = 97.2 = 9.72 x 10! a b = 6.43 =
6.43 x 10°. Mantisa druhého se posune tak, aby se exponenty rovnaly.

1
9.72  x10 Vysledek 1.0363 x 102 neni FP &islo! Bude zaokrouhlen na 1.04 x 102 =
0.643 x10! 104. Matematicky vysledek se 1i§{ od numerického! Oznacme FP aritmetické
10.363 X 101 operace @, O, ®, @; obecné napt. a ® b # a + b.

FP s&itani neni asociativni! Pro ¢ = 0.999 = 9.99 x 10! je (a ®b) © ¢ = 1.04 x 10% = 104,
alea® (b®c) = 1.05 x 10% = 105.

E Ukazte, ze FP scitani je komutativni.
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1.3.1. IEEE aritmetika

Nejprve exaktné, pak zaokrouhlit na nejbliZsi:

adb=la+b acb=[a—b a®b=[axb a@b=][a/d] (1.10)

TotéZ plati pro druhou odmocninu, zbytek, a konverzi mezi celociselnym a FP
typem. Operace provadéné timto zpiisobem se nazyvaji
(exactly rounded) nebo (correctly rounded).

Hardware kompatibilni s IEEE FP aritmetikou zlepSuje portabilitu programu.

Pozadavek na exaktné zaokrouhlené operace se jevi jako pfirozeny, ale je
obtizné hardwarové jej implementovat. Divodem je, Ze pro implementaci
korektni IEEE aritmetiky potfebujeme dodate¢né hardwarové zdroje (registry
dostatecné Sitky).

— na rozdil od zaokrouhlovaci chyby plné pod kontrolou
programatora.
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1.3.2.  Specialni aritmetické operace

Obé legélni, ale zcela ekvivalentni. Je-li x = +0,
y = —0 (ve smyslu FP reprezentace single, double a extended double), pak
(x==y) vraci logickou pravdu.

Konzistence s obéma nekone¢ny: podle IEEE 1/(40) = 400 a 1/(—0) =
—o00. Kdyby byla jen jedna nula a 1/0 = +oo, pak 1/(1/(—00)) = 1/0 =
+00.

Napf. pro tg(m/2 — x) miZeme konzistentné definovat funkéni hodnotu pro
x = +£0 jako Foo.

Nevyhoda: pro x = +0, y = —0 sice (x==y) vraci logickou pravdu, ale
(1/x==1/y) logickou nepravdu.

| ' ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



44/263 Zaklady pogitatové fyziky
1.3.2. Specidlni aritmetické operace

Obé legélni, ale zcela ekvivalentni. Je-li x = +0,
y = —0 (ve smyslu FP reprezentace single, double a extended double), pak
(x==y) vraci logickou pravdu.

Konzistence s obéma nekone¢ny: podle IEEE 1/(40) = 400 a 1/(—0) =
—o00. Kdyby byla jen jedna nula a 1/0 = +oo, pak 1/(1/(—00)) = 1/0 =
+00.

Napf. pro tg(m/2 — x) miZeme konzistentné definovat funkéni hodnotu pro
x = +£0 jako Foo.

Nevyhoda: pro x = +0, y = —0 sice (x==y) vraci logickou pravdu, ale
(1/x==1/y) logickou nepravdu.

(a<b) .0R. (a==b) .0R. (a>b) True, jsou-li a,b € FF. False, je-li jedno NaN.
+0==-0 True
+inf==-inf False
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Nekonecna poskytuji moZnost pokracovat ve vy-
poctu, objevi-li se preteCeni rozsahu normalizovanych FP Cisel.

a/oc = { 0 a konec¢né FP
NaN a = o0
400 a>0
a X oo = -0 a<0
NaN a=0
+o0o a konecné FP
oo+ a= +oo a==o0

NaN a = Foo

®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



45/263 Zaklady pogitadové fyziky

Nekonecna poskytuji moZnost pokracovat ve vy-
poctu, objevi-li se preteCeni rozsahu normalizovanych FP Cisel.

{ 0 a konecné FP
ajoo =

NaN a = o0
400 a>0
a X oo = -0 a<0

NaN a=0

+o0o a konecné FP
oo+ a= +oo a==o0
NaN a = Foo

Jakékoli operace, jejimZ aspon jednim operandem je NaN,
mad vysledek NaN. Navic je NaN vysledkem: oo + (—00), 0 X oo, 0/0, 0o/ 00,

v/ —|z|, x mod 0, oo mod z.

| ——— ' ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



46/263

Zaklady pocitacové fyziky

1.3.3.  Vyjimky, navésti, zachycovani

(exceptions, flags, exception trapping)

IEEE definuje 5 vyjimek: déleni nulou, pretecent (overflow), podteceni (underflow),
neplatnd operace (invalid operation), nepresnd operace (inexact operation).

Trap handlers jsou uzite¢né pro zpétnou kompatibilitu programu.

Déleni nulou  Je-li a € F, IEEE vyzaduje:

+oo je-li
a/0.0 =< —oo je-li
NaN  je-li

a>0
a<0
a=20
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1.3.3.  Vyjimky, ndvésti, zachycovani

(exceptions, flags, exception trapping)

IEEE definuje 5 vyjimek: , (overflow), (underflow),
(invalid operation), (inexact operation).

jsou uzite¢né pro zpétnou kompatibilitu programu.

Je-li a € T, IEEE vyZaduje:

400 je-li a>0
a/0.0 =< —oo je-li a<0 (1.11)
NaN je-li a=0

Kdyz je vysledek aritmetické operace konec¢ny, ale vétsi co do velikosti
neZ nejvétsi reprezentovatelné FP ¢islo. Standardni IEEE oSetfeni: vysledek oo
(round to nearest) nebo nejveétsi reprezentovatelné FP Cislo (round toward 0). Nékteré
kompilatory preteceni zachyti a ukonci vykondvéni programu s chybovou hldskou.
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[Press et al., 1997a] poskytuje knihovnu complex.c,
v némz jsou definovany funkce pro praci s komplexnimi Cisly, mj. funkci Cabs pro
vypocet absolutni hodnoty. Pro datovy typ fcomplex definovany jako
typedef struct FCOMPLEX {float r,i;} fcomplex;

float Cabs(fcomplex z)
{

return sqrt(z.r*z.r+z.i*z.i);

}

' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



47/263 Zaklady pogitadové fyziky

[Press et al., 1997a] poskytuje knihovnu complex.c,
v némz jsou definovany funkce pro praci s komplexnimi Cisly, mj. funkci Cabs pro
vypocet absolutni hodnoty. Pro datovy typ fcomplex definovany jako
typedef struct FCOMPLEX {float r,i;} fcomplex;

float Cabs(fcomplex z) float Cabs(fcomplex z)
{ {
return sqrt(z.r*z.r+z.i*z.i); float x,y,ans,temp;
} x=fabs(z.r);
y=fabs(z.1i);
if (x == 0.0)
ans=y;
else if (y == 0.0)
ans=x;
else if (x > y) {
temp=y/x;
ans=x*sqrt (1.0+temp*temp) ;
} else {
temp=x/y;
ans=y*sqrt (1.0+temp*temp) ;
}

return ans;
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Kdyz je vysledek aritmetické operace mensi neZ nejmensi normalizované FP
¢islo. Podle IEEE je vysledek subnormalni ¢islo (tzv. , gradual under-
Jlow) nebo 0, je-li vysledek dostatecné maly. Subnormadlni ¢isla maji mensi pfesnost nez
normalizovand, takZe vedou ke ztraté presnosti. To je ale lepsi neZ bez jejich pouziti.

Priklad ztraty pfesnosti: v naS§em hrackovém modelu x = 1.99 x 1040, y = 1.00 x 10~ 11,
z = 1.00 x 10*! spoctéme (z x y) x z. Matematicky vysledek je roven teyact = 2. Podle
teorie zaokrouhlovacich chyb o¢ekdvame

trp = (2@ Y) @ 2 = (1 + 0)lexact, |0 =e (1.12)

(Pro kazdé FP nésobeni je relativni chyba |dg| < €/2.) V hrackovém modelu je £ = 0.01,
takZe oCekdavame

trp € (1 — 26)texact; (1 4 28)texact) = (1.98 x 10749,2.00 x 1074°) (1.13)

Avsak soudin z ® y = 1.99 x 107°! podtékd, a md v subnormdlnich &islech reprezentaci
0.01x 10749, coZ vyndsobeno se z dd tpp = 1.00x 10~4°. Relativni chyba je pak |Jsubnorm| =
0.99 = 99¢.
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Kdyz je vysledek aritmetické operace mensi neZ nejmensi normalizované FP
¢islo. Podle IEEE je vysledek subnormalni ¢islo (tzv. , gradual under-
Jlow) nebo 0, je-li vysledek dostatecné maly. Subnormadlni ¢isla maji mensi pfesnost nez
normalizovand, takZe vedou ke ztraté presnosti. To je ale lepsi neZ bez jejich pouziti.

Priklad ztraty pfesnosti: v naS§em hrackovém modelu x = 1.99 x 1040, y = 1.00 x 10~ 11,

z = 1.00 x 10*! spoctéme (z x y) x z. Matematicky vysledek je roven teyact = 2. Podle
teorie zaokrouhlovacich chyb o¢ekdvame

trp = (2@ Y) @ 2 = (1 + 0)lexact, |0 =e (1.12)

(Pro kazdé FP nésobeni je relativni chyba |dg| < €/2.) V hrackovém modelu je £ = 0.01,
takZe oCekdavame

trp € (1 — 26)texact; (1 4 28)texact) = (1.98 x 10749,2.00 x 1074°) (1.13)

Avsak soudin z ® y = 1.99 x 107°! podtékd, a md v subnormdlnich &islech reprezentaci
0.01x 10749, coZ vyndsobeno se z dd tpp = 1.00x 10~4°. Relativni chyba je pak |Jsubnorm| =
0.99 = 99¢.

Vysledkem je NaN.
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Kdyz je vysledek aritmetické operace mensi neZ nejmensi normalizované FP
¢islo. Podle IEEE je vysledek subnormalni ¢islo (tzv. , gradual under-
Jlow) nebo 0, je-li vysledek dostatecné maly. Subnormadlni ¢isla maji mensi pfesnost nez
normalizovand, takZe vedou ke ztraté presnosti. To je ale lepsi neZ bez jejich pouziti.

Priklad ztraty pfesnosti: v naS§em hrackovém modelu x = 1.99 x 1040, y = 1.00 x 10~ 11,
z = 1.00 x 10*! spoctéme (z x y) x z. Matematicky vysledek je roven teyact = 2. Podle
teorie zaokrouhlovacich chyb o¢ekdvame

trp = (2@ Y) @ 2 = (1 + 0)lexact, |0 =e (1.12)

(Pro kazdé FP nésobeni je relativni chyba |dg| < €/2.) V hrackovém modelu je £ = 0.01,
takZe oCekdavame

trp € (1 — 26)texact; (1 4 28)texact) = (1.98 x 10749,2.00 x 1074°) (1.13)

Avsak soudin z ® y = 1.99 x 107°! podtékd, a md v subnormdlnich &islech reprezentaci
0.01x 10749, coZ vyndsobeno se z dd tpp = 1.00x 10~4°. Relativni chyba je pak |Jsubnorm| =
0.99 = 99¢.

Vysledkem je NaN.
Vysledkem je hodnota zaokrouhlend podle IEEE.

VyzkousSejte program messy-c.
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1.3.4.  Systémové aspekty

Design pocitacovych systémt vyzaduje hluboké znalosti FP ¢isel. Moderni procesory maji
specidlni FP instrukce, kompilatory musi generovat takové FP instrukce, a operacni systémy

musi oSetfit vyjimky generované FP instrukcemi.
Zde uvedeme pouze vybrané aspekty, podrobnd diskuse je uvedena napf. v [Goldberg, 1991,
Sandu, 2001].
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1.3.4.  Systémové aspekty

Design pocitacovych systémt vyzaduje hluboké znalosti FP ¢isel. Moderni procesory maji
specidlni FP instrukce, kompilatory musi generovat takové FP instrukce, a operacni systémy
mus{ oSetfit vyjimky generované FP instrukcemi.

Zde uvedeme pouze vybrané aspekty, podrobnd diskuse je uvedena napt. v [Goldberg, 1991,
Sandu, 2001].

Optimalizace Nésledujici kédy jsou matematicky ekvivalentnf:

epslsingle eps2single eps3single

#include <stdio.h> #include <stdio.h> #include <stdio.h>

int main(void) int main(void) int main(void)

{ { {
float eps=1.0; float eps=1.0; float eps=1.0,x;
do { do { do {

eps /= 2.0; eps /= 2.0; eps /= 2.0; x=1.0+eps;

} while (1.0+eps>1.0); } while (eps>0.0); } while (x>1.0);
printf("\n%.12e\n",eps); printf("\n%.12e\n",eps); printf("\n%.12e\n",eps);
return O; return 0; return 0;

¥ } }

Spoustéjte demonstraéni programy epsXsingle, X = 1,2,3 a optimalizovanou verzi
eps3single-optcpu, a pokuste se vysvétlit vysledky. (Double varianty epsXdouble a
eps3double-optcpu se li$i jen zdménou float za double.)
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1.3.5. Dlouhé sumace

Problém s dlouhymi sumacemi: kaZda individualni sumace vnasi do ¢dste¢ného souctu
urcitou chybu, takZe celkova suma miize byt

Polozime-1i v sumé E?:l Tji81 = (1—1—51)33‘1, Sy = (1—1—52)(81 —|—l’2) = (1—|—52)[(1—|—

(51)1’1 + xg], S3 = (1 + 53)(82 + 1’3) = (1 + 53){(1 + 52)[(1 + 51)1’1 + 1172] + xg} =

(1 + 01 + 09 + 53)1‘1 + (1 + 09 + 53)1’2 + (1 + 53)1‘3 + 0(82), atd.

° Vypocet ve vyssi presnosti (napf. zadame-li s, v single, po¢itame v double).
Problém nastdva, Zddame-li vysledek v double.
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1.3.5. Dlouhé sumace

Problém s dlouhymi sumacemi: kaZda individualni sumace vnasi do ¢dste¢ného souctu
urcitou chybu, takZe celkova suma miize byt

Polozime-1i v sumé E?:l Tji81 = (1—1—51)33‘1,82 = (1+52)(81—|—l’2) = (1—|—52)[(1—|—
(51)1’1 +3:2], S3 = (1 + 53)(82 + 1’3) = (1 + 53){(1 + 52)[(1 + (51)1’1 +LL’2] + xg} =
(1 4+ 61+ 9o + 53)1‘1 + (1 + 09 + 53)1’2 + (1 + 53)1‘3 + 0(62), atd.

° Vypocet ve vyssi presnosti (napf. zadame-li s, v single, po¢itame v double).
Problém nastdva, Zddame-li vysledek v double.
° Vhodné setadit Cleny — ziejmé je vyhodnéjsi seradit s¢itance vzestupné.
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1.3.5. Dlouhé sumace

Problém s dlouhymi sumacemi: kaZda individualni sumace vnasi do ¢dste¢ného souctu
urcitou chybu, takZe celkova suma miize byt

Polozime-1i v sumé E?:l Tji81 = (1—1—51)33‘1, Sy = (1—1—52)(81 —|—l’2) = (1—|—52)[(1—|—

(51)1’1 + xz], S3 = (1 + 53)(82 + 1’3) = (1 + 53){(1 + 52)[(1 + (51)1’1 + LL’Q] + xg} =

(1 + 01 + 09 + 53)1‘1 + (1 + 09 + 53)1’2 + (1 + 53)1‘3 + 0(62), atd.

° Vypocet ve vyssi presnosti (napf. zadame-li s, v single, po¢itame v double).
Problém nastdva, Zddame-li vysledek v double.

° Vhodné setadit Cleny — ziejmé je vyhodnéjsi seradit s¢itance vzestupné.
° Pouzit [Goldberg, 1991]:
sun=x(1) Pak vypo&itand suma
c=0.0
DO j=2,n n n
y=x(j)-c Sn :ij(1+5j)+(’)(n€2)2|xj| (1.14)
t=sum+y j=1 j=1
c=(t-sum) -y
sum=t kde |§;| < 2¢. Dikaz viz [Goldberg, 1991].
END DO
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Zaklady pocitacové fyziky
Uvazujme sumu (b € N)
I T ST I +.+ (1.15)
s = -+ + -+ s+ —+ . .
b b b2 b2 bPmax bHPmax
b agnﬁ b2 Clenh bPmax &lent

Kazdy ze ¢lend ve svorkdch je roven jedné, exaktni matematickd suma je proto
Pmax + 1. Pocet séitancl v sumé je

max_l
b—1

Vyzkousejte program longsum, ktery vykondvd sumaci (1.15) pro b = 10, pmax = 7 tfemi zplsoby:
v sestupném poradi, ve vzestupném poradi a s pouzitim Kahanovy sumacni formule. Jak se chovaji
optimalizované verze longsum-01 a longsum-027

14+b+b%+... + bPmax = (1.16)
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Uvazujme sumu (b € N)

UL TR
S = - e - b . - e
b b b2 b2

b ¢lent b2 &lentt bpmax ¢lend

bPmax T bHPmax

(1.15)

Kazdy ze ¢lend ve svorkdch je roven jedné, exaktni matematickd suma je proto
Pmax + 1. PoCet s¢itanct v sumé je

max_l
b—1

Vyzkousejte program longsum, ktery vykondvd sumaci (1.15) pro b = 10, pmax = 7 tfemi zplsoby:
v sestupném poradi, ve vzestupném poradi a s pouzitim Kahanovy sumacni formule. Jak se chovaji
optimalizované verze longsum-01 a longsum-027

14+b+b%+... + bPmax = (1.16)

Typicky vystup v single precision vypadd (GNU/Linux 2.4.20, GCC 3.3 20030226):
basis = 10, maximum_power = 7
number_of_terms_in_the_sum = 11111111

exact: 8.00000000, rel_error = 0.00000000 %
sort down: 6.95631695, rel_error = -13.04603815 7,
sort up: 8.01876831, rel_error = 0.23460388 %
Kahan: 8.00000000, rel_error = 0.00000000 %

U optimalizované verze je posledni fadek
Kahan: 6.95631695, rel_error = -13.0460377 % Proc¢?
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1.3.6. Patologie, nistrahy a pasti

Konverze mezi bindrnim a dekadickym formdtem

Vyzkousejte program storeprt, jehoz prvni &ast pouze ulozi &islo 2 = 1.0 x 10~* a
poté jej vytiskne na terminal. Vysvétlete pozorovanou ,anomalii‘.
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1.3.6. Patologie, nastrahy a pasti

Vyzkousejte program storeprt, jehoz prvni &ast pouze ulozi &islo 2 = 1.0 x 10~* a
poté jej vytiskne na terminal. Vysvétlete pozorovanou ,anomalii‘.

7 w7

VyzkousSejte opét program storeprt, jehoz druha ¢ast se vétvi podle vysledku srovnani
disel 1.0 x 10% x 22 a 1.0. Vysvétlete, pro¢ se skutecnost lisi od odekavani.

VyzkousSejte upraveny program storeprt2, jenZ ma upravenou podminku vétveni. Pro¢
tento program pracuje v souladu s oéekavanim?
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1.3.6. Patologie, nastrahy a pasti

Vyzkousejte program storeprt, jehoz prvni &ast pouze ulozi &islo 2 = 1.0 x 10~* a
poté jej vytiskne na terminal. Vysvétlete pozorovanou ,anomalii‘.

7 w7

VyzkousSejte opét program storeprt, jehoz druha ¢ast se vétvi podle vysledku srovnani
disel 1.0 x 10% x 22 a 1.0. Vysvétlete, pro¢ se skutecnost lisi od ocekavani.

VyzkousSejte upraveny program storeprt2, jenZ ma upravenou podminku vétveni. Pro¢
tento program pracuje v souladu s oéekavanim?

VyzkousSejte programy quiz cor a quiz_inc. Pro¢ prvni z nich vybere ,spravnou’ a
druhy ,nespravnou’ vétev?
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Nékdy je nepresnost v FP pfenesena prostiednictvim kon-
verzi do celociselnych typt.

VyzkousSejte program convers a jeho optimalizovanou verzi convers-optcpu. Vysvét-
lete vysledky.
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Nékdy je nepresnost v FP pfenesena prostiednictvim kon-
verzi do celociselnych typt.

VyzkousSejte program convers a jeho optimalizovanou verzi convers-optcpu. Vysvét-
lete vysledky.

Jiny problém nastava pfi konverzi single do double precision. Takova konverze
nezlepsuje pfesnost — bity registru jsou ,vycpany‘ nulami a ¢islo ziistava jinak
stejné jako v single.

Ovérte si uvedené tvrzeni pomoci programu sing2dbl.
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Nékdy je nepresnost v FP pfenesena prostiednictvim kon-
verzi do celociselnych typt.

VyzkousSejte program convers a jeho optimalizovanou verzi convers-optcpu. Vysvét-
lete vysledky.

Jiny problém nastava pfi konverzi single do double precision. Takova konverze
nezlepsuje pfesnost — bity registru jsou ,vycpany‘ nulami a ¢islo ziistava jinak
stejné jako v single.

Ovérte si uvedené tvrzeni pomoci programu sing2dbl.
Je-li tentyZ vypocet provadén s operandy
v registru (FP registry CPU Pentium maji rozsifenou dvojnasobnou piesnost,

80 bitll) a s operandy v paméti, miZe se vysledek lisit.

Tento jev demonstrujte pomoci programu mem reg-00 a jeho optimalizované verzi (stu-
peil -02) mem reg-02.
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Neplatné cislice Odecteme-li v single precision 100000.1 — 100000.0, oce-
kavame vysledek 0.1.

Jaky vysledek poskytne program insignid? Jak jej vysvétlite?
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Odecteme-li v single precision 100000.1 — 100000.0, oce-
kavame vysledek 0.1.

Jaky vysledek poskytne program insignid? Jak jej vysvétlite?

Single precision zarucuje 7 decimalnich ¢islic, a vySe uvedené odecitani zrusi
nejvyznamnéjsich 6; vysledek obsahuje jen jednu. Pfipojené ,smeti‘ jsou ne-
signifikantni ¢islice, které pochdzeji z nepfesné bindrni reprezentace operanda.

| ——— ' ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



54/263 Zaklady pocitacové fyziky

Odecteme-li v single precision 100000.1 — 100000.0, oce-
kavame vysledek 0.1.

Jaky vysledek poskytne program insignid? Jak jej vysvétlite?

Single precision zarucuje 7 decimalnich ¢islic, a vySe uvedené odecitani zrusi
nejvyznamnéjsich 6; vysledek obsahuje jen jednu. Pfipojené ,smeti‘ jsou ne-
signifikantni ¢islice, které pochazeji z nepfesné bindrni reprezentace operanda.

Matematicky ekvivalentni vyrazy mohou davat
odlisné vysledky podle toho, v jakém potadi se provadi vycislovani v FP.

Demonstrujte tuto skutecnost pomoci programu ordofop, pfipadné jeho optimalizované
verze ordofop-optcpu.

E Pro¢ dava optimalizovana verze jiné vysledky nez neoptimalizovana?
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(catastrophic cancellation, loss-of-significance errors).
Odecitame-li velmi blizka ¢isla, nejvyznamnéjsi Cislice operandd se rovnaji a vza-
jemné se zrusi. Pokud jsou operandy poskozeny zaokrouhlovaci chybou, mize dojit

k dplnému zamaskovani vysledku.
Resime-li kvadratickou rovnici
ar? +br+c=0 (1.17)

s takovymi koeficienty, Ze 4ac < b?, bude jeden z kofenii

—b £ Vb2 — 4ac
Tr12 = 2% (118)

podléhat katastrofickému vyruSeni. Pro b > 0 to bude kofen x; odpovidajici +.
V takovém piipadé rozsitime rovnici (1.18) vyrazem —b — /b2 — 4dac:
2c

YT S VB — dac (1.19)

VyzkousSejte program cancerr, ktery fesi kvadratickou rovnici s koeficienty a = 1.0, b =
¢ = 1.0 x 10%. Podminka 4ac < b? je spInéna a koten (1.18) odpovidajici znaménku +
trpi katastrofickym vyrusenim. Pouzitim (1.19) dostaneme podstatné presnéjsi vysledek.
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1.3.7. Stabilita

Nékdy je zaokrouhlovaci chyba ,vmixovédna‘do vypoctu v jeho rané fazi a
zvétSuje se tak dlouho, az zcela prekryje spravny vysledek.

Press et al., 1997a]: Kladnym feSenim kvadratické rovnice

2?=1—z (1.20)
je ,Zlaty Yez* (Golden Mean) ¢ = %(\/5 — 1) ~ 0.61803398875. Celociselné mocniny ™
1ze poéitat pomoci @™ = @™, n =0,1,..., nebo z rekurentni formule

n—+ 1

et =Tt o W0 =1, ! =0.61803398875, n=1,2,... (1.21)

jen pomoci od¢&itani. (Dikaz (1.21): ¢! — o=t = = 1(p? — 1) = —", protoze podle
(1.20) je vyraz v zavorce roven —¢.)

Zaklady pocitacové fyziky
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1.3.7. Stabilita

Nékdy je zaokrouhlovaci chyba ,vmixovédna‘do vypoctu v jeho rané fazi a
zvétSuje se tak dlouho, az zcela prekryje spravny vysledek.

Press et al., 1997a]: Kladnym feSenim kvadratické rovnice

2?=1—z (1.20)
je ,Zlaty Yez* (Golden Mean) ¢ = %(\/5 — 1) ~ 0.61803398875. Celociselné mocniny ™
1ze poéitat pomoci @™ = @™, n =0,1,..., nebo z rekurentni formule

ettt =Tt _pon 0 =1, ! =0.61803398875, n=1,2,... (1.21)

jen pomoci od¢&itani. (Dikaz (1.21): ¢! — o=t = = 1(p? — 1) = —", protoze podle
(1.20) je vyraz v zavorce roven —¢.)

Rovnice (1.20) m4 jest& jedno fesenf: ¢y = —1(V/5 + 1) ~ —1.61803398875. Toto fesen{
spliiuje stejnou rekurzivni relaci (1.21). Jelikoz (1.21) je lineédrni, a |¢»| > 1, mald pfimés
zavleCend zaokrouhlovaci chybou bude exponencidlng rust.

Tento priklad nestability je implementovian v programech unstable single a
unstable_double (varianty pro jednoduchou a dvojndsobnou presnost).
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1.4. Havarie zpusobené chybnym pouzitim FP Cisel

° Kolaps fizeni obranného protiraketového systému Patriot ve valce v Zalivu r. 1991.
Systém fungoval efektivné, ale v jednom pripadé selhal: Identifikace stfel Scud
probihala tak, Ze radarovy systém po zachyceni podezielého objektu predpovédél
jeho budouci polohu po uplynuti néjakého ¢asového intervalu, a jestlize v tom misté
v prislusnou dobu objekt zjistil, dal signal k jeho zniCeni. Pravé v pfedpovédi nové
polohy dochdzelo k nepfesnostem, a to tim vétsim, ¢im déle systém pracoval. Po 20
hodinéch byla chyba v uréeni polohy zhruba 137 metrti, po 100 hodinach 687 metr.

vnitini hodiny pocitace uchovavaly Cas v celych ndsobcich 0.1 sec a program
je prevadél na FP &islo v sekunddch. Pfi tom se dekadické ¢islo 0.1, které ma v bindrni
soustavé nekonecny rozvoj 0.0001100110011 .. ., zaokrouhlovalo.

° Prevod FP ¢&isla na celé &islo zpusobil destrukci rakety Ariane 5 v cené ~ 1G$
v Cervnu 1996. tficet sedm vtefin po startu se program pokusil konvertovat
horizontdlni komponentu rychlosti rakety z double precision na kratké (16bitové) celé
¢islo, které preteklo, pocitacovy program ohlésil neplatnou operaci a fidici systém
provedl samodestrukci rakety.

Vice viz [Prager a Sykorova, 2004] a

http://www.fas.org/starwars/gao/im92026.htm

http://www.siam.org/siamnews/general /patriot.htm

http://www.ima.umn.edu/"arnold /disasters/
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Shrnuti kapitoly: Prvni kapitola méla ivodni charakter a sezndmila vés s principy vy-

uzivanych ve vypocetni technice pfi reprezentaci a manipulaci s ¢isly. Naudili jste se
rozumét problémim celociselné aritmetiky a hlavné aritmetiky redlnych ¢isel. Seznamili
jste se s dilezitymi pojmy jako jsou FP &isla, normalizovana a subnormalni ¢isla; norma
ANSI/IEEE 754-1985; jednoduchd a dvojndsobnd pfesnost, strojové epsilon, zaokrouhlo-
vani vyjimky a stabilita vypoctu

Dalsi zdroje:

) Vyklad nevyzadujici zvlastni predbézné znalosti je uveden napt. v [Prager a Sy-
korova, 2004].
° Uvod do Fortranu 95 a numerickych metod [Sandu, 2001]. Obsahuje kapitolu

o reprezentaci ¢isel a pocitacové aritmetice. Dostupné na
http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911 /fortran’notes/main.html

° Podrobnou analyzu s mnoha odkazy na puvodni prameny podava napi. ¢la-
nek [Goldberg, 1991].
° Sekce 1.3 (1.2) v [Press et al., 1997a]. Pro jazyk C dostupné na

http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c1-3.pdf,
pro Fortran na

http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/c1-2.pdf.
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2. ReSeni linearnich algebraickych rovnic

Rychly nahled kapitoly: V této kapitole se budeme vénovat jedné ze zdkladnich tloh
numerické matematiky — feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic (SLAR). DileZitost
této tlohy tkvi v tom, Ze mnoho jinych tloh miZe byt prevedeno na feSeni SLAR. Ukazeme
si zdkladn{ algoritmy feSeni a naucime se vcas detekovat mozné problémy.

Cile kapitoly:

) Naucit se feSit SLAR metodou Gaussovy—Jordanovy eliminace.

° Naucit se feSit SLAR metodou Gaussovy eliminace se zpétnou substituci.

° Naucit se fesit SLAR metodou metodou trojihelnikové faktorizace.

° Naucdit se fesit SLAR s nékterymi specidlnimi maticemi: tridiagondlni a pasové
diagonalni matici.

° Naucit se nepfimou metodu itera¢niho zpfesnéni.

Klicova slova kapitoly: Matice, reguldrni, singuldrni; degenerace, fadkova, sloupcova;
metoda pfim4, iterativni; Gaussova—Jordanova eliminace; pivotace; Gaussova eliminace
se zpétnou substituci; trojihelnikova faktorizace, LU dekompozice; Croutdv algoritmus;
inverze matice, determinant matice; tridiagondlni soustava, pasové diagondlni soustava;
iteracni zpfesnéni
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2.1. Zakladni definice

Soustava linedrnich algebraickych rovnic:

A-x=b 2.1
aip Q2 - Q1IN Ty by
Q21 Q22 -+ Q2N T2 ba

A= . . . ;X = . |.b=1 . (2.2)
ayn am2 - QMN TN bar

Na N nezndmych x4, ..., 2y je naloZzeno M rovnic. Koeficienty a;; a prava

strana b; jsou znama ¢isla. UloZeni vektor a matic v paméti — viz dodatek 7.

Je-li N = M (Ctvercovd matice), je soustava (2.1) jednoznacné

reSitelnd, pokud je matice (det A # 0). Soustava s det A = 0 se
nazyva ( ). : jedna nebo vice rov-
nic je linedrni kombinaci ostatnich. : vSechny rovnice

obsahuji urcité nezndmé v téze linearni kombinaci.
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mohou nastat pii feSeni Ctvercové soustavy patologie:

Algoritmické selhani Soustava je velmi blizko (ale ne piesné) singuldrnosti,
takZe diky zaokrouhlovaci chybé je od urcitého stadia feSeni povazo-
vana za singularni.

Nealgoritmickeé selhani Akumulovand zaokrouhlovaci chyba zcela prebije
spravné feseni, zvlasté je-li NV velké. Lze odhalit zpétnou substituci.
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mohou nastat pii feSeni Ctvercové soustavy patologie:

Algoritmické selhani Soustava je velmi blizko (ale ne piesné) singuldrnosti,
takZe diky zaokrouhlovaci chybé je od urcitého stadia feSeni povazo-
vana za singularni.

Nealgoritmickeé selhani Akumulovand zaokrouhlovaci chyba zcela prebije
spravné feseni, zvlasté je-li NV velké. Lze odhalit zpétnou substituci.

Linear equation-solving packages obsahuji sofistikované metody pro detekci
a/nebo korekci téchto dvou patologii.

. Soustavy s N ~ 20-50 lze rutinné fesit v single precision bez pouZiti
sofistikovanych metod, pokud nejsou blizko singularni. Pro double
precision pak /V je fadu nékolik stovek (limituje strojovy cas).
Soustavu s N fadu 10? a vice lze fesit, je-li jejich matice (sparse).
Je-li soustava blizka k singularni, je potieba sofistikovanych metod
dokonce pfi N ~ 10.
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mohou nastat pii feSeni Ctvercové soustavy patologie:

Algoritmické selhani Soustava je velmi blizko (ale ne piesné) singuldrnosti,
takZe diky zaokrouhlovaci chybé je od urcitého stadia feSeni povazo-
vana za singularni.

Nealgoritmickeé selhani Akumulovand zaokrouhlovaci chyba zcela prebije
spravné feseni, zvlasté je-li NV velké. Lze odhalit zpétnou substituci.

Linear equation-solving packages obsahuji sofistikované metody pro detekci
a/nebo korekci téchto dvou patologii.

. Soustavy s N ~ 20-50 lze rutinné fesit v single precision bez pouZiti
sofistikovanych metod, pokud nejsou blizko singularni. Pro double
precision pak /V je fadu nékolik stovek (limituje strojovy cas).
Soustavu s N fadu 10? a vice lze fesit, je-li jejich matice (sparse).
Je-li soustava blizka k singularni, je potieba sofistikovanych metod
dokonce pfi N ~ 10.

Metody mohou byt

— pocet operaci je pfedem exaktné definovan
— pocet operaci zavisi na presnosti a rychlosti konvergence
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2.1.1.  Ukoly numerické linerni algebry

ResSeni maticové rovnice A - x = b.
Soucasné feSeni vice maticovych rovnic A -x; = b;, 7 =1,2,.. ..

Vypocet A~!. Tento tikol je ekvivalentni piedchozimu
tkolus j =1,2,...,N a (b)) = .
° Vypocet det A.
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2.1.1.  Ukoly numerické linerni algebry

ReSeni maticové rovnice A - x = b.
Soucasné feSeni vice maticovych rovnic A -x; = b;, 7 =1,2,.. ..

Vypocet A~!. Tento tikol je ekvivalentni piedchozimu
tkolus j =1,2,...,N a (b)) = .
° Vypocet det A.
degenerovanou soustavu bud’ Zadné feseni, nebo
vice neZ jedno feSeni — soucet partikuldrniho feSeni x,, a feSeni x;, z
(nullspace) matice A o dimenzi N — M (téz feSeni).
° Tento kol fesi
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2.1.1. Ukoly numerické linedrni algebry

ReSeni maticové rovnice A - x = b.
Soucasné feSeni vice maticovych rovnic A -x; = b;, 7 =1,2,.. ..

Vypocet A~!. Tento tikol je ekvivalentni piedchozimu
tkolus j =1,2,...,N a (b)) = .
° Vypocet det A.
degenerovanou soustavu bud’ Zadné feseni, nebo
vice neZ jedno feSeni — soucet partikuldrniho feSeni x,, a feSeni x;, z
(nullspace) matice A o dimenzi N — M (téz feSenf).
° Tento kol fesi
soustava je (overdetermined). Casto se hleda

,Jkompromisni* feSeni blizké vyhovéni v§em rovnicim soucasné: suma ¢tverct
rozdilti mezi levou a pravou stranou (2.1) se minimalizuje.

° Toto je
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2.1.1. Ukoly numerické linedrni algebry

ReSeni maticové rovnice A - x = b.
Soucasné feSeni vice maticovych rovnic A -x; = b;, 7 =1,2,.. ..

Vypocet A~!. Tento tikol je ekvivalentni piedchozimu
tkolus j =1,2,...,N a (b)) = .
° Vypocet det A.
degenerovanou soustavu bud’ Zadné feseni, nebo
vice neZ jedno feSeni — soucet partikuldrniho feSeni x,, a feSeni x;, z
(nullspace) matice A o dimenzi N — M (téz feSenf).
° Tento kol fesi
soustava je (overdetermined). Casto se hleda

,Jkompromisni* feSeni blizké vyhovéni v§em rovnicim soucasné: suma ¢tverct
rozdilti mezi levou a pravou stranou (2.1) se minimalizuje.

° Toto je

Standardni knihovny rutin — viz Dodatek 8.
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2.2. Cramerovo pravidlo (CR)
CR je matematicky dobie definovano. Pro det A # 0 je
> (= 1) My,

2

¥ det A
kde M;; je (z A vyskrtnut ¢-ty fadek a j-ty sloupec).
CR O((N + 1)!). Proto je pro v&tsi N.

|

Zaklady pocitacové fyziky

(2.3)

Pocet operaci
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2.2. Cramerovo pravidlo (CR)
CR je matematicky dobie definovano. Pro det A # 0 je
> (= 1) My,

— ) 2.3
i det A (2:3)
kde M;; je (z A vyskrtnut ¢-ty fadek a j-ty sloupec). Pocet operaci
CR O((N + 1)!). Proto je pro v&tsi N.

2.3. Gaussova—-Jordanova eliminace (GJE)

Resime soucasné soustavy se stejnou matici

A'Xlzbl, A'X2:b2, ,A'XM:bM, A-Y=1 (24)
kde 1 je jednotkova matice N x N. Ekvivalentni z4pis:
A[X1|_|X2|_|"'|_|XM|_|Y]:[b1|_|b2|_|"'|_|bM|_|1] (25)

kde U znadi slouceni sloupct (a odstranéni prilehlych zavorek).

Dale pro jednoduchost polozime ve vykladu N = 4 a M = 2; numerické
rutiny jsou obecné.
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|

aiq
a21
a31
a4l

Vyména libovolnych dvou

Zaklady pocitacové fyziky

A a odpovidajicich vSech b;

a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neméni feSeni x; a inverzni
matici Y. Jde o prepsani rovnic v jiném poradi.

aio
a2
az2
42

a13
a23
ass
a43

aiq
az4
a34
a44

11
21
31
T41

bi1
_ | b2
b3y

ba1

®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



64/263

|

aiq
a21
a31
a4l

Vyména libovolnych dvou

A a odpovidajicich

Zaklady pocitacové fyziky

vSech b;

a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neméni feSeni x; a inverzni
matici Y. Jde o prepsani rovnic v jiném poradi.

a12 a13 alq 11 12
a22 a23 a4 21 | T22
a32 a3z a34 31 | 32
a42 a43 Q44 T41 | T42

bi1 | bi2
_ | b21 | b2z
bz1 | b3z
ba1 | baz
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|

aiq
a21
a31
a4l

Vyména libovolnych dvou

A a odpovidajicich
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neméni feSeni

matici Y. Jde o pfepsdni rovnic v jiném potadi.

aio
a2
az2
42

a13
a23
ass
a43

aiq
az4
a34
a44

11
21
31
T41

12
22
32
T42

Y21
Y31

Y11
ya1

Y12
Y22
Y32
Ya2

Y13
Y23
Y33
Y43

Y14
Y24
Y34
Ya4q

|

bi1
ba1
b3y
ba1

bi2
ba2
b32
ba2

oo~

oo =O

o= OO

Zaklady pocitacové fyziky

vSech b;
X; a inverzni

= O O0Oo
[
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1. Vyména libovolnych dvou A a odpovidajicich vSech b;
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neméni feSeni x; a inverzni
matici Y. Jde o prepsani rovnic v jiném poradi.

a1l a2 @13 a4 T11 | ®12 | Y11 Y12 Y13 Y14 bi1 | bi2 |1 O 0 O

a1 a2z a23 a4 21 | T22 | Y21 Y22 Y23 Y24 | _ | b21 | b22 |0 1 0 O

agl ag2 asz  as4 31 | 32 | Y31 Y32 ¥33 w34 | | b31 [b32 |0 O 1 O

aq1 @42  a43  G44 T4l | T42 | Y41 Y42 Y43 Y44 bg1 | ba2 [0 O 0 1
2. Podobné zistane feSeni nezménéno, nahradime-li libovolny fadek A a
celé pravé strany netrividlni linedrni kombinaci sebe sama a ostatnich

radka.
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|

ajq
a1
a3l
a4l

all
a1
as1
agl

Vyména libovolnych dvou
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neméni feSeni x; a inverzni
matici Y. Jde o pfepsdni rovnic v jiném potadi.

a12 a13
a2 a23
agz2 azs
a42 Q43

a4
a24
asq
a44

11
21
31
T41

12
22
32
T42

Y11 Y12 Y13 Y14
Y21 Y22 Y23 Y24
Y31 Y32 Y33 Y34
Y41 Y42 Y43 Y44

Zaklady pocitacové fyziky

A a odpovidajicich vSech b;

biy | b1z |1 0 0 O
| ba1 bz |0 1 0 0
= | b3y | b3z |0 0 1 0
bgy | baz |O O 0O 1

Podobné zistane feseni nezménéno, nahradime-li libovolny fadek A a
celé pravé strany netrividlni linedrni kombinaci sebe sama a ostatnich

radka.

Vymeéna libovolnych dvou
feSeni x; a inverze Y (pravd strana zlstidvd beze
zmény). Toto michd poradim fadku v feseni. Na konci je tfeba obnovit
spravné poradi.

povidajicich

a12 a13
a2 a23
az2 ass3
a42 Q43

alq
a24
a34
a44

11
21
31
T41

®Pryni ®Ptedchozi ®Dalsi

matice A a soucasnd vyména od-

bi1
_ | b2
b31
ba1
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|

ajq
a1
a3l
a4l

all
a1
as1
agl

Vyména libovolnych dvou
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neméni feSeni x; a inverzni
matici Y. Jde o pfepsdni rovnic v jiném potadi.

a12 a13
a2 a23
agz2 azs
a42 Q43

a4
a24
asq
a44

11
21
31
T41

12
22
32
T42

Y11 Y12 Y13 Y14
Y21 Y22 Y23 Y24
Y31 Y32 Y33 Y34
Y41 Y42 Y43 Y44

Zaklady pocitacové fyziky

A a odpovidajicich vSech b;

biy | b1z |1 0 0 O
| ba1 bz |0 1 0 0
= | b3y | b3z |0 0 1 0
bgy | baz |O O 0O 1

Podobné zistane feseni nezménéno, nahradime-li libovolny fadek A a
celé pravé strany netrividlni linedrni kombinaci sebe sama a ostatnich

radka.

Vymeéna libovolnych dvou
feSeni x; a inverze Y (pravd strana zlstidvd beze
zmény). Toto michd poradim fadku v feseni. Na konci je tfeba obnovit
spravné poradi.

povidajicich

a12 a13
a2 a23
az2 ass3
a42 Q43

alq
a24
a34
a44

11
21
31
T41

12
22
32
T42

®Pryni ®Ptedchozi ®Dalsi

matice A a soucasnd vyména od-

bi1 | bi2
_ | ba21 | b2z
b31 | b3z
ba1 | ba2
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|

aiq
a21
a31
a4l

all
a1
as1
agl

Zaklady pocitacové fyziky

Vyména libovolnych dvou A a odpovidajicich vSech b;
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neméni feSeni x; a inverzni
matici Y. Jde o prepsani rovnic v jiném poradi.

a2 a3 a4 T11 | ®12 | Y11 Y12 Y13 Y14 bi1 | bi2 |1 O 0 O
azz a2z a4 w21 | @22 | Y21 Y22 Y23 Y24 | _ | b21 [b22 |0 1 0 O
azz  azz  as4 31 | T32 | Y31 Y32 Y33 Y34 bgy | bzg2 [0 O 1 0
a42  a43  a44 T4l | T42 | Y41 Y42 Y43 Y44 bg1 | ba2 [0 O 0 1

Podobné zistane feSeni nezménéno, nahradime-li libovolny fadek A a
celé pravé strany netrividlni linedrni kombinaci sebe sama a ostatnich
radka.

Vymeéna libovolnych dvou matice A a soucasnd vyména od-
povidajicich feSeni x; a inverze Y (pravd strana zistivd beze
zmény). Toto michd poradim fadku v feseni. Na konci je tfeba obnovit
spravné poradi.

al2 a3 a4 T11 | T12 | Y11 Y12 Y13 Y14 bi1 [ b2 |1 O 0 O
azz a3 a4 21 | w22 | Y21 Y22 Y23 Y24 | _ | b21 [b22 |0 1 O O
azz  azz  as4 31 | T32 | Y31 Y32 Y33 Y34 bgy | bzg2 [0 O 1 0
a42  G43 @44 41 | T42 | Y41 Y42 Y43 Y44 bg1 [ bg2 [0 O O 1
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1. Vyména libovolnych dvou A a odpovidajicich vSech b;
a jednotkové matice 1 (tj. pravé strany) neméni feSeni x; a inverzni
matici Y. Jde o prepsani rovnic v jiném poradi.

ail a2 a1z aiq z11 | T12 | Y11 Y12 Y13 Y14 bi1 | bi2 |1 O O O
a21 az2 a3 a4 z21 | ®22 | Y21 Y22 Y23 Y24 | _ | b21 [b22 |0 1 O O
az] az2 a3z asq 31 | ®32 | Y31 Y32 Y33 Y34 | | bz1 |[b32 |0 O 1 O
a41 a4z a4z  a4q 41 | Ta2 | Y41 Y42 Y43 Y44 ba1 | ba2 [O O O 1
2. Podobné zistane feSeni nezménéno, nahradime-li libovolny fadek A a
celé pravé strany netrividlni linedrni kombinaci sebe sama a ostatnich
radku.
3. Vyména libovolnych dvou matice A a soucasnd vyména od-
povidajicich feSeni x; a inverze Y (pravd strana zistivd beze

zmény). Toto michd poradim fadku v feseni. Na konci je tfeba obnovit
spravné poradi.

a1l a2 a13 a4 T11 | T12 | Y11 Y12 Y13 Y14 bi1 [ b2 |1 O 0 O
az] a2 a3 a4 w21 | w22 | Y21 Y22 Y23 Y24 | _ | b21 [b22 |0 1 0 0O
a1l ag2 asz  as4 31 | T32 | Y31 Y32 Y33 Y34 bgy | bzg2 [0 O 1 0
a4l @42  a43  a44 41 | T42 | Y41 Y42 Y43 Y44 bg1 [ bg2 [0 O O 1

GIJE vyuziva jedné nebo vice téchto operaci k redukci matice A na jednotkovou
matici = na pravé strané se objevi feseni a inverzni matice.
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2.3.1. Algoritmus GJE

Pouze pomoci operace 2:

s vz

Délit prvni fadek a11, je-li a11 # O (4. linedrni kombinace).

Odecist piislu$ny ndsobek prvniho fadku od ostatnich, aby a}; = 0,7 =2,3,..., N,
takze prvni sloupec A souhlasi s prvnim sloupcem 1.

Délit druhy fédek a’, (uZ obecn& neni rovno ass).

Odeist piislusny nasobek druhého Fadku od ostatnich, aby a}, = 0,5 =1,3,..., N,
takze druhy sloupec A souhlasi s druhym sloupcem 1. Pfitom prvni sloupec nebude

naruen, nebot' a}; =0, =2,3,...,N.
. Atd.,...,N
° Stejné operace se provadéji s pravou stranou!
Diagondlni element, kterym se dé€li, se nazyva (pivot). Co kdyZ narazime na

nulovy pivot?
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2.3.1. Algoritmus GJE

Pouze pomoci operace 2:

s vz

Délit prvni fadek a11, je-li a11 # O (4. linedrni kombinace).

Odecist piislu$ny ndsobek prvniho fadku od ostatnich, aby a}; = 0,7 =2,3,..., N,
takze prvni sloupec A souhlasi s prvnim sloupcem 1.

Délit druhy fédek a’, (uZ obecn& neni rovno ass).

Odeist piislusny nasobek druhého Fadku od ostatnich, aby a}, = 0,5 =1,3,..., N,
takze druhy sloupec A souhlasi s druhym sloupcem 1. Pfitom prvni sloupec nebude

naruen, nebot' a}; =0, =2,3,...,N.
. Atd.,...,N
° Stejné operace se provadéji s pravou stranou!
Diagondlni element, kterym se dé€li, se nazyva (pivot). Co kdyZ narazime na
nulovy pivot? Pak je tfeba pfibrat operaci 1 (prohazovani fadku, , partial
pivoting) nebo operaci 1 i 3 (prohazovani fadkia i sloupct, , full pivoting). GIE

bez pivotace je numericky nestabilni, i kdyZ nenarazime na nulovy pivot!

Abychom ,nepokazili‘ jiZ vybudované sloupce jednotkové matice 1, volime pfti pivotaci fadky
(sloupce) pod nebo na fadku (sloupci), ktery eliminujeme.

Plné pivotace je obtizné&jsi, protoZze michd poradim fadku v feSeni. Operace sloupcovych
pivotaci je nutno zaznamenat a pouZit na zavér pii rekonstrukci spravného potradi. Ukazuje
se, Ze CasteCnd pivotace je ,témét* stejné dobry jako plnd pivotace.
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Jak vybrat pivot?
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pivot? Nejlepsi volba: vybrat pivot s nejvétsi absolutni hodnotou. To z4visi na
Skalovani rovnic — co kdyZ n€kterou vynasobime velkym ¢islem a ovlivnime vybér pivotu?

MiZeme rovnice normalizovat tak, aby nejvétsi element v kazdé z nich byl roven 1 —
. VyZaduje navic zdznamy o Skalovacich faktorech, jimiZ rovnice ndsobime.
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pivot? Nejlepsi volba: vybrat pivot s nejvétsi absolutni hodnotou. To z4visi na
Skalovani rovnic — co kdyZ n€kterou vynasobime velkym ¢islem a ovlivnime vybér pivotu?

MiZeme rovnice normalizovat tak, aby nejvétsi element v kazdé z nich byl roven 1 —
. VyZaduje navic zdznamy o Skalovacich faktorech, jimiZ rovnice ndsobime.

Rutina pro GJE s plnou pivotaci (C) [Press et al., 1997a]

void gaussj(float **a, int n, float **b, int m)

IN:  matice a[1..n][1..n], jeji velikost n, pravé strany b[1..n][1..m] a jejich pocet m.

OUT: a[1..n][1..n] ab[1l..n][1..m].

Resi soustavu (2.5). Na vystupu bude matice a pfepsdna inverzni matici a v b budou sloupetky odpo-
vidajicich reseni.

Rutina pro GJE s plnou pivotaci (Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE gaussj(a, n, np, b, m, mp)
IN:  a(l:n,1:n), jeji velikost n/np, pravé strany b(1:n,1:m) a jejich podet m/mp.
OUT: a(1:n,1:n) a b(1:n,1:m).
Resi soustavu (2.5). Na vystupu bude matice a prepsana inverzni matici a v b budou sloupegky odpo-
vidajicich reseni.

Rutina pro GJE s plnou pivotaci (Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

SUBROUTINE gaussj(a, b)

IN:  a, pravé strany b.

OUT: a a b.

Resi soustavu (2.5). Na vystupu bude matice a pfepsdna inverzni matici a v b budou sloupeéky odpo-
vidajicich reseni.
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2.3.2. Poznamky ke GJE

° Pro uskladnéni staci alokovat misto jen pro matici A a vektory b; na
pravé strané. Jak je postupné budovina A~!, tak je ni¢ena plvodni
matice. Podobné feSeni x; postupné nahrazuji pravostranné vektory b;.
Pocet operaci je O(N3 + N2M).

- Zékladni, solidni metoda, vhodna pro testovéni, selZou-li ostatni.
—  Stejné nebo mirné vice stabilni jako ostatni pfimé metody.
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2.3.2. Poznamky ke GJE

° Pro uskladnéni staci alokovat misto jen pro matici A a vektory b; na
pravé strané. Jak je postupné budovina A~!, tak je ni¢ena plvodni
matice. Podobné feSeni x; postupné nahrazuji pravostranné vektory b;.
Pocet operaci je O(N3 + N2M).

- Zékladni, solidni metoda, vhodna pro testovéni, selZou-li ostatni.
—  Stejné nebo mirné vice stabilni jako ostatni pfimé metody.

—  Prava strana musi byt zndma a uloZena aplikaci GJE. Vyna-
sobeni dodate¢né pravé strany A~! je ndchylné na kontaminaci
zaokrouhlovaci chybou.

—  Nepotiebujeme-li A1, je GJE 3x pomalejsi neZ nejlepsi alterna-
tivni technika (LUD).

Vyzkousejte demonstraéni program metody GJE xgaussj z knihovny [Press et al.,
1997a, Vetterling et al., 1993]. (Netiskne vstupy, na ty je nutno podivat se do souboru

)
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2.4. Gaussova eliminace se zpétnou substituci (GEBS)

Na rozdil od GJE neredukuje A na 1, nybrz na trojihelnikovou matici (v GJE
algoritmu odecitame od fadka aktudlnim pivotem), a provadime jen Cds-
te¢nou pivotaci (prvky al, jsou nenulové, jinak by det A = 0):

/ / / / /
ay;p Qg Q13 Gy T by
/ / / /
0 ayp ay ay | | 22 | _ b (2.6)
/ / - / .
/ /
Toje
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2.4. Gaussova eliminace se zpétnou substituci (GEBS)

Na rozdil od GJE neredukuje A na 1, nybrz na trojihelnikovou matici (v GJE
algoritmu odecitame od fadka aktudlnim pivotem), a provadime jen Cds-
te¢nou pivotaci (prvky al, jsou nenulové, jinak by det A = 0):

/ / / / /
ay;p Qg Q13 Gy T by
/ / / /
0 ayp ay ay x| _ | by 26
/ / : - / ( . )
0 0 0 aly x4 bl
Toje . Nyni (backsubstitution, BS):
A 1 1 al
/ / / /
Ty = P T3 = o (b3 — a34x4) y ey, Ty = o b, — Z a;;xg | (2.7)
44 33 i =it

Vyhody: pocet operaci O(3 N* + L N2M) = cca 1.5-3x rychlejsi nez GJE.
Nevyhody: Jako u GJE, prav4 strana musi byt zndma a uloZena aplikaci
GEBS.
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Nasledujici metoda (LUD) mé stejny pocet operaci jako GEBS, ale nesdili s ni
nevyhodu GEBS. Proto rutiny nejsou k dispozici.

| S E——— ' ' ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



70/263 Zaklady pogitadové fyziky

2.5. LU dekompozice (LUD, téz trojihelnikova faktorizace)

Piimo motivovano metodou GEBS. Kdyby se podafil rozklad matice A na soucin dolni
trojuhelnikové (lower triangular) matice L a horni trojuhelnikové (upper triangular)
matice U

L-U=A (2.8)

nebo v komponentach

a1 0 0 0 Bi1 Pz Pz Pia a1l ai2 a1z a4
a1 a2 0 0O | | O B2z Pog Poa | _ | a1 a2z a23 a2 2.9)
az1 aszz azz 0 0 0 B3z Bsa az1  asz2 asz  as4 ’
041 Q42 43 044 0 0 0  Paa a41 @42 Q43 Q44
pak se feSenf soustavy (2.1) rozpada na feSeni dvou soustav
L.y=b, U-x=y (2.10)
jejichZ feSeni se provede piimou substituci (forward substitution), O(éN 3) operac{
b1 1 1 i1
y1=—, y2=— (b2 —a2ay1), ..., Yi= (bi -2 Oéijyj) 211
a1l Q22 Qg

a zpétnou substituci (backsubstitution), O( % N3) operaci

(yi ~ Xl ﬁijlj) (2.12)

_ 1
= ———— (YyN—1 = BN-I,NIN), -+ Tj = —
BNN BN-1,N-1 ( ) T B
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Zaklady pocitacové fyziky

Jakmile zname LU dekompozici matice A, mliZzeme fesit soustavu (2.1) pro libovolny

pocet pravych stran, na rozdil od GJE a GEBS.
2.5.1. Jak provést LU dekompozici?
Rozpis rovnic (2.8) a (2.9) je
i <j: infy+ Pyt + i = agg
=71 iyt e+ + aifli; = agj
P> anfiyt+aiefay + o+ aiBi = aij

coZ je N? rovnic pro N? + N neznamych. Proto pfipojime podminku

OéiiEl, i=1,27...,N

(2.13)

(2.14)
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Jakmile zname LU dekompozici matice A, mliZzeme fesit soustavu (2.1) pro libovolny
pocet pravych stran, na rozdil od GJE a GEBS.

2.5.1. Jak provést LU dekompozici?

Rozpis rovnic (2.8) a (2.9) je
i <j: byt i+ + i = agg
i=7: anPijt+ byt + @B = aig (2.13)
1>7: apfy+apBy+ -+ B = agg

coZ je N? rovnic pro N? + N neznamych. Proto pfipojime podminku

OéiiEl, i=1,2,...,N (214)
Soustavu (2.13) a (2.14) fesi pouhym prestavénim v urc¢itém poradku.
° Polozme o;; =1 Vi=1,2,..., N.
° Vj = 1,2,..., N provedme tyto dvé procedury: Vi = 1,2,...,7 pouZijme prvni
dvé rovnice (2.13) a (2.14) pro vyjddieni 3;;
ﬂij = aij — Z;c;ll aikﬂkj nebo ﬂlj = alj pro 1=1 (215)
aVi=j+1,j+2,..., N pouZijeme tfeti rovnici (2.13) pro vyjadieni c;;
i = 5 (aij - Yo aikﬁkj) (2.16)

Provedte obé procedury pied pfechodem k dalSimu j.
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Croutova metoda umoZiuje postupné piepisovani elementi piivodni matice a;; ele-
menty LU rozkladu «;; a Bij. Diky (2.14) je miizeme N? elementl o;; a 3ij uloZit
misto plivodni matice:

a1 a2 a13 a4 Bir Bz Pz Pia

a1 a2 G23 Aoy LU, a1 Paa Pz o 2.17)
azy asx a3z 34 az; a3z 33 [ ’
Aq1 Q42 Q43 Q44 g1 g sz B

Pro funkci a stabilitu Croutova algoritmu je aw pivotace. V ndsledujicich rutindch
je implementovén ¢astecna implicitni pivotace, tj. pfehazovani fadka a normalizace
nejvétsiho elementu rovnic na 1. To znamen4, Ze ve skute¢nosti se nerozklada matice
A, ale matice vytvorend permutaci jejich fadkl. Rutina musi kromé rozkladu dodat

LU dekompozice v ndsledujici rutiné obsahuje O(3N?) operaci.

Na nésledujici strance je graficka ilustrace Croutova algoritmu pro LU dekompozici
matice. Elementy ptivodni matice jsou modifikovany v poradi oznac¢eném pismeny a,
b, c, atd. Stinované boxy ukazuji jiZ modifikované elementy, které jsou pouZity pro
modifikaci dvou typickych elementii oznacenych x.
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Zaklady pocitacové fyziky
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| Rutina pro LU dekompozici (C) [Press et al., 1997a]
void ludcmp(float **a, int n, int *indx, float *d)
IN:  matice al[1..n][1..n] a n.
OUT: matice a[1..n][1..n], permutaéni vektor indx[1..n] a d=+1.
Zadanou matici prepise LU dekompozici jeji fadkové permutace. Vektor indx obsahuje zdznam o per-
mutaci, d je £1 podle toho, zda permutace je suda nebo licha.

Rutina pro LU dekompozici (Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE ludcmp(a, n, np, indx, d)

IN:  matice a(1:n,1:n) a n/np.

OUT: matice a(1:n,1:n), permutaéni vektor indx(1:n) a d=+41.

Zadanou matici prepise LU dekompozici jeji fadkové permutace. Vektor indx obsahuje zaznam o per-
mutaci, d je 1 podle toho, zda permutace je suda nebo licha.

Rutina pro LU dekompozici (Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

SUBROUTINE ludcmp(a, indx, d)

IN:  matice a.

OUT: matice a, permutaéni vektor indx a d=+1.

Zadanou matici prepise LU dekompozici jeji Fadkové permutace. Vektor indx obsahuje zaznam o per-
mutaci, d je 1 podle toho, zda permutace je suda nebo licha.

Rutina pro pfimou a zpétnou substituci (C) [Press et al., 1997a]

void lubksb(float **a, int n, int *indx, float b[])

IN: matice a[1..n] [1..n], n, vektory indx[1..n] a b[1..n].

OUT: vektor b[1..n].

Matice a a vektor indx jsou LU dekompozice a perm. vektor dodané rutinou ludcmp. Prava strana b
je na vystupu prepsana feSenim, a, n a indx se neméni a mohou byt pouzity pro nasledna volani.
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||| Rutina pro pfimou a zpétnou substituci (Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE lubksb(a, n, np, indx, b)
IN: matice a(1:n,1:n), n/np, vektory indx(1:n) a b(1:n).
OUT: vektor b(1:n).
Matice a a vektor indx jsou LU dekompozice a perm. vektor dodané rutinou ludcmp. Prava strana b
je na vystupu prepsana resenim, a, n a indx se neméni a mohou byt pouzity pro nasledna volani.

Rutina pro pfimou a zpétnou substituci (Fortran 90) [Press et al., 1997c]

SUBROUTINE lubksb(a, indx, b)

IN:  matice a, vektory indx a b.

OUT: vektor b.

Matice a a vektor indx jsou LU dekompozice a perm. vektor dodané rutinou ludcmp. Prava strana b
je na vystupu prepsana fesenim, a, n a indx se neméni a mohou byt pouzity pro nasledna volani.

Rutiny berou v tivahu skute¢nost, Ze vektor b miZe za¢inat mnoha nulovymi elementy, takze je
efektivni pro inverzi matice. Celkovy pocet operaci LU a substituci: O [(% + % + %) N 3] =
O(N3).
Typické pouZiti: float *+a,*b,d;
int n,*indx;

ludcmp(a,n,indx,&d); /* LU dekompozice ,jednou provzdy‘. */

lubksb(a,n,indx,b); /* ReSime soustavu s pravou stranou b ... */
lubksb(a,n,indx,b_2); /* ... a s jinou pravou stranou ... */
lubksb(a,n,indx,b_m); /* ... a s dal38i a dalZi pravou stranou. */
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Zaklady pocitacové fyziky

2.5.2. Aplikace LU dekompozice

Matice y obsahuje inverzi pl-
vodni matice a. Pocet operaci
je prakticky stejny jako u GJE.
Potebujeme-li spocitat A—1 .
B, dosadime misto jednotkovych
sloupct 1 sloupce B. Je to pies-
néjsi a uetif to celé maticové nd-
sobeni.

#define N ...
float **a,**y,d,*b;
int i, j,*indx;

ludcmp(a,N,indx,&d); /* LU dekompozice pouze jednou. */
for (j=1;j<=N;j++) { /* Inverze po sloupcich. */
for(i=1;i<=N;i++) b[i]=0.0;
b[jl=1.0;
lubksb(a,N,indx,b);
for (i=1;i<=N;i++) y[il[jl=b[il;
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2.5.2. Aplikace LU dekompozice

#define N ...

Zaklady pocitacové fyziky

float **a,**y,d,*b;

Matice y 9bsahu]e inverzi pu- int i,j,*indx;
vodni matice a. Pocet operaci

Je prakticky stejny jako u GJE. ludcmp(a,N,indx,&d); /* LU dekompozice pouze jednou. */

v . . ~ 7, —1
Potfebujeme-li spocitat A™" - f£or (j=1;j<=N;j++) { /# Inverze po sloupcich. */
B, dosadime misto jednotkovych for(i=1;i<=N;i++) b[i]=0.0;
sloupct 1 sloupce B. Je to pies- bljl=1.0;
néjsi a uSetii to celé maticové na- lubksb(a,N, indx,b);
soben. for (i=1;i<=N;i++) y[il[j1=blil;
}
#define N ...

Determinant je det A = ]_[;-Vzl Bjj (pro¢?). Rutina
ludcmp pocitd dekompozici fadkové permutace matice
A, je tieba vysledek ndsobit d. Rutina 1ubksb neni po-
tiebnd. Hrozi-1i pieteceni, 1ze pouZzit vhodné Skdlovani
nebo misto ndsobeni pouzit s¢itdni/od¢itani logaritmd.

float *x*a,d;
int j,*indx;

ludcmp(a,N,indx,&d); /* Vrati d=+-1. x/
for (j=1;j<=N;j++) d *= aljl1[jl;

VyzkouSejte demonstracni programy metody LUD xludcmp a substituce xlubksb
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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2.6. Tridiagonalni a pasové diagonalni systémy rovnic

Tridiagonalni matice: nenulové elementy jsou jen na diagonile + jeden sloupec.
Pasové diagonalni matice: nenulové elementy pouze na nckolika diagondlnich liniich pfi-
lehlych k hlavni diagondle.

2.6.1. Tridiagondlni soustavy

by cy 0 0 uy 1
bo co 0 ug ()
0 as b3 c3 us T3
0 0 ag by Uy T4
= : (2.18)

by-3 cN-3 0 0 UN -3 rN-3

anN—2 bny-_2 cN-2 0 UN—2 TN-—2

0 any—1 bn-1 cN-1 UN-—1 TN-1
0 0 an bn un TN

LU dekompozice, piima a zpétna substituce jsou jen O (V) operace. Pivotace se neim-
plementuje, protoZe miZeme narazit na nulovy pivotiu regularni matice. V praxi maji
ulohy vedouci k tridiagondlni soustavé obvykle dodate¢né vlastnosti garantujici nese-
lhén{ algoritmu (napf. diagondlni dominanci |b;j| > |aj| + |¢;]). V pfipadé problému
je vzdy mozZno pouZzit obecnéjsi metody pro feSeni pasovych soustav s pivotaci.
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Rutina pro FeSeni tridiagonalni soustavy (C) [Press et al., 1997a]

void tridag(float al],float b[],float c[],float r[],float ul[],unsigned long n)

IN:  subdiagonala a[1..n], diagonala b[1..n], superdiagondla c[1..n], pr. strana r[1..n], n.
OUT: fedeni ull..n].

Vektory a, b, ¢, r nejsou prepsany. Prvky a1 a cy jsou ,dummy‘ a nejsou rutinou pouzity.

Rutina pro feseni tridiagonalni soustavy (Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE tridag(a, b, ¢, r, u, n)

IN:  subdiagonala a(1:n), diagonala b(1:n), superdiagonala c(1:n), pr. strana r(1:n), n.
OUT: feseni u(1:n).

Vektory a, b, ¢, r nejsou prepsany. Prvky a1 a ¢y jsou ,dummy‘ a nejsou rutinou pouzity.

Rutina pro FeSeni tridiagonalni soustavy (Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

SUBROUTINE tridag-ser(a, b, c, r, u)

RECURSIVE SUBROUTINE tridag par(a, b, c, r, u)

IN:  subdiagonala a, diagonala b, superdiagonala c, prava strana r, n.

OUT: Fedeni u.

Vektory a, b, ¢, r nejsou prepsany. Prvky a1 a ¢y jsou ,dummy‘ a nejsou rutinou pouzity.

VyzkouSejte demonstracni program pro feSeni tridiagonalni soustavy xtridag
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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2.6.2. Pasové diagondlni soustavy (band diagonal)

Kromé diagondly ma matice a
presné, a;; = 0, kdyZ j > i+ mgynebo i > j + m;. (Pfitom max{m;, my} <<
N.)

Kompaktni uloZeni v paméti v matici (m; + 1 + mgy) x N. Pfiklad pro N =
7,m; = 2,mg = 1:

je uloZena jako (2.19)

OO OO O W
O OO W~
O O g oto ot o
O W O o oto O
DO W oo oo
=R DO O oo
= oy OO O OO
DWW e e
B 00 O CT N e
= W0 00 O =W
e OO b © Ut Ut =

(Zde e oznacuje nevyuZzité misto.)

V této sekci jsou k dispozici tfi rutiny: prvni pro ndsobeni sloupcového vektoru
pasové diagondlni matici zleva, zbyvajici dvé jsou analogii rutin pro LU
dekompozici a pfimou/zpétnou substituci v pfipadé pasoveé diagondlni matice.
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Rutina pro nasobeni vektoru pasové diagonalni matici zleva (C) [Press et al., 1997a]

void banmul(float **a, unsigned long n, int ml, int m2, float x[], float b[])

(Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE banmul(a, n, mi, m2, np, mp, X, b)

(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

SUBROUTINE banmul(a, mi, m2, x, b)

IN:  (C:ali..n][1..m1+m2+1]), (F77: a(1:n,1:m1+m2+1)), (F90: a), (C: n), (F77: n/np, m/mp), m1, m2, nisobeny vektor x.
OUT: vektor b=Ax.

Ostatni argumenty zlstévaji nezménény.

Rutina pro LU dekompozici pasové diagonélni matice — analogie ludcmp (C) [Press et al., 1997a]

void bandec(float **a, unsigned long n, int ml, int m2, float **al, unsigned long indx[], float *d)

(Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE bandec(a, n, ml, m2, np, mp, al, mpl, indx, d)

(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

SUBROUTINE bandec(a, ml, m2, al, indx, d)

IN:  (C:alt..n][1..m1+m2+1]), (F77: a(1:n,1:m1+m2+1)), (F90: a), (C: n), (F77: n/np, m/mp, mpl), m1, m2

OUT: (C: al1..n][1..m1+m2+1], al[1..n][1..m1], indx[1..n]), (F77: a(1:n,1:m1+m2+1), al(1:n,1:m1), indx(1:n)),
(F90: a, al, indx), d

Vstupni matice a je pfepsana horni trojuhelnikovou matici, dolni trojuhelnikova matice je uloZena v al. V indx je zaznam o permutacich,

d=+1(-1) pro sudou (lichou) permutaci.

Rutina pro feSeni pasové diagonalni soustavy — analogie lubksb (C) [Press et al., 1997a]
void banbks(float **a, unsigned long n, int ml, int m2, float **al, unsigned long indx[], float b[])
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE banbks(a, n, ml, m2, np, mp, al, mpl, indx, b)
(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]
SUBROUTINE banbks(a, ml, m2, al, indx, b)
IN:  (C:alt..n][1..m1+m2+1], al[1..n][1..m1], indx[1..n], b[1..n]),
(F77: a(1:n,1:m1+m2+1), a(1:n,1:m1), indx(1:n), b(1:n)),
(F90: a, al, indx, b), (C: n), (F77: n/np, m/mp, mpl), m1, m2.
OUT: (C: b[1..n1), (F77: b(1:n)), (F90: b).
Matice a, al a permutaéni vektor indx doda rutina bandec. ReSeni prepise pravou stranu b, ostatni jsou zachovany a mohou byt pouzity
v nasledujicich volanich.
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2.7. [Iteracni zpresnéni

Pti pouZziti piimych metod md zaokrouhlovaci chyba tendenci k akumulaci. Tento jev je tim

vétsi, ¢im je matice bliZe k singuldrni. V takovém ptipad€ 1ze ziskané nepfesné feSeni zpresnit
pomoci (iteration improvement).

Predpokladejme, Ze x je pfesnym feSenim soustavy (2.1). Misto toho ziskdme nepfesné feSeni
x + 0x. Po vyndsobeni matici A dostaneme odli§ny pravostranny vektor:

A-(x+d6x) =b+db (2.20)
Odectenim (2.20) a (2.1) mame

A-dx = b (2.21)
Vypoéteme-li z (2.20) b a dosadime-li do pravé strany (2.21), obdrzime
A-0x=A-(x+0x)—b (2.22)

Prava strana (2.22) je zndma4, a feSenim dostaneme chybu dx. Ode¢tenim chyby od ptivodniho
nepfesného feSeni dostaneme zpfesnéni. Je nezbytné pocitat pravou stranu (2.22) v double
precision. Mame-li LU dekompozici matice A, miZeme ji pouZit.

Iteraéni zpfesnéni ma O(N?) operaci. Rutinu mprove Ize volat libovolny pocet krat; pokud
nejsme daleko od skutecného feSeni, jedno nebo dvé volani obvykle dostacuji.
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A >

N

b 4 \
A v, \b[+db
7’
v/ .’x b
SX -, 4 ’ \ Sb
4 < A\
— ()

Rutina pro iteraéni zpresnéni (C) [Press et al., 1997a]
void mprove(float **a, float **alud, int n, int indx[], float b[], float x[])
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE mprove(a, alud, n, np, indx, b, x)
(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]
SUBROUTINE mprove(a, alud, indx, b, x)
IN:  (C:al1l..n][1..n], alud[1..n][1..n], indx[1..n], b[1..n], x[1..n]),
(F77: a(1:n,1:n), alud(1:n,1:n), indx(1:n), b(1:n), x(1:n)),
(F90: a, alud, indx, b, x), (C, F77: n), (F77: np).
OUT: (C: x[1..n]), (F77: x(1:n), (C: x)).
DEP: mprove — lubksb
Vstupni matice alud a vektor indx jsou LU dekompozice a permutaéni vektor dodané rutinou ludcmp. Vstupni nepresny vektor x bude
na vystupu pfepsan zpresnénim.
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Ulohy ke Kkapitole 2
1. Ze zdrojovych kédd rutiny odvodte pocet operaci O(N? + N2 M) pro metodu GJE.
Uvazujte soustavu linedrnich algebraickych rovnic (2.1) s matici A naplnénou ele-
menty
! (2.23)
Qij = ——— .
Yo —1
(tzv. Hilbertova matice). Pravou stranu napliite elementy
b =30 ayj (2.24)
Exaktni feSeni soustavy je evidentné 1 = 92 = ... = xy = 1 pro libovolné N.

Reste (2.1) s uvedenymi elementy s pouZitim GJE a LUD pro N = 2, 3,5, 7, 10, 40.
Vysvétlete ziskané vysledky.

3. Hilbertovu matici z pfedeslé tilohy nahradte matici s elementy
. 1
Qij = W (2.25)
(kosinus celého ¢isla nemtize byt 1) a analogicky definovanou pravou stranou
b = Zjvzl ajj (2.26)
Exaktni feSeni soustavy je evidentné opétz; = 29 = ... = zy = 1 prolibovolné N.

Reste (2.1) s uvedenymi elementy s pouzitim GJE a LUD pro N = 2, 3,5, 7,10, 40.
Vysvétlete ziskané vysledky.
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Shrnuti kapitoly: Naudili jste se fesit soustavy linearnich algebraickych rovnic (SLAR).
Ackoliv tato dloha sama o sobé muze pfipadat na prvni pohled nudnd, mé ve skute¢nosti
zasadni dtleZitost pro feSen{ jinych problémt numerické matematiky a fyzikalnich simulaci.

28| Dalsi zdroje:
° Kapitola 2 v [Press et al., 1997a, Press et al., 1997b, Press et al., 1997¢]. Pro jazyk

C dostupné na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookepdf/,
pro Fortran na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/.

° Uvod do Fortranu 95 a do numerickych metod [Sandu, 2001]. Obsahuje Kapi-
tolu 15 o soustavach linedrnich algebraickych rovnic. Dostupné online na
http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911 /fortran’notes/main.html.
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3. Interpolace a extrapolace

Rychly nahled kapitoly: V této kapitole budou vysvétleny principy interpolace
a extrapolace datovych soubord. Je tfeba striktné odlisit inter- a extrapolaci od mo-
delovani (fitovani) dat. U inter- a extrapolace prochdzi hledana kiivka vzdy vSemi
datovymi body, coZ u modelovani, napt. metodou nejmensich ¢tverct, nepozadu-
jeme. Ukdzeme si rizné metody interpolace.

Cile kapitoly:

° Naucit se metodé polynomidlni inter- a extrapolace.

° Naucit se metod¢ raciondln{ inter- a extrapolace.

° Naucit se metodé interpolace kubickymi splajny.

° Naucit se pracovat s pomocnymi rutinami pro prohleddvani uspotrddané
tabulky.

° Naucit se metodé nalezeni koeficientl interpolacniho polynomu.

Klicova slova kapitoly: Interpolace, extrapolace, polynomidlni, raciondlni; fad
interpolace; Nevilletv rekurzivni algoritmus; Bulirschiiv—Stoertiv rekurzivni algo-
ritmus; kubicky splajn, pfirozeny kubicky splajn; prohledavani usporadané tabulky;
koeficienty interpola¢niho polynomu
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Motto: Extrapolujte ceny benzinu za uplynulé ¢tyri mésice do ¢tyrF ndsledujicich let. (Psdno v fijnu 2008.)
M¢gjme (predpokladejme 1 < 3 < ... <

), napf. vysledky méfeni nebo vypoctli; x; mohou, ale nemusi byt ekvidistantni.
Predpokladejme dale, ziskand zavislost je popsdna néjakou funkci f tak, Ze

Ukol: hodnotu y = f(z) pro ¢ {x;}iz12. n. Jelizy < 2z < 2y
(x < x1 nebo x > z ), mluvime o ( — ,hazardné&jsi*).

Interpolace/extrapolace modeluje funkci urcitého typu (polynom, raciondlni lomena
funkce, trigonometrickéd funkce, . . .) mezi/za zndimymi body.
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Motto: Extrapolujte ceny benzinu za uplynulé ¢tyri mésice do ¢tyrF ndsledujicich let. (Psdno v fijnu 2008.)
M¢gjme (predpokladejme 1 < 3 < ... <

), napf. vysledky méfeni nebo vypoctli; x; mohou, ale nemusi byt ekvidistantni.
Predpokladejme dale, ziskand zavislost je popsdna néjakou funkci f tak, Ze

Ukol: hodnotu y = f(z) pro ¢ {x;}iz12. n. Jelizy < 2z < 2y
(x < x1 nebo x > z ), mluvime o ( — ,hazardné&jsi*).

Interpolace/extrapolace modeluje funkci urcitého typu (polynom, raciondlni lomena
funkce, trigonometrickéd funkce, . . .) mezi/za zndimymi body.

Koncepcné ma inter/extrapolace dvé faze:

1. Prizptisobeni interpolacni funkce datim.
2. Vy¢isleni interpolacni funkce v bodé x.

Tento dvoufdzovy algoritmus je vypocetné a zaokrouh-
lovaci chybé neZ algoritmy, které konstruuji f(z) ,

zacinajice z nejbliz§ich bodd za ptidavani postupné klesajicich korekei ptibirdnim
dalsich a dalSich bodt, dokud nevezmou v tdvahu vSech /N bodi.
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Pocet operaci je O(NN?), a posledn{ korekci Ize pouit jako odhad chyby. Tato metoda
poskytuje interpolaéni funkci, jejiz obecné (pti
prichodu z tabelovanymi hodnotami x;).
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Pocet operaci je O(NN?), a posledn{ korekci Ize pouit jako odhad chyby. Tato metoda
poskytuje interpolacni funkci, jejiz obecné (pti
prichodu z tabelovanymi hodnotami x;).

Potiebujeme-li , pouZijeme splajny (spline functions). Splajn je poly-
nom spojujici po sob& nésledujici pary bod tak, aby byla garantovana spojitost splajnu
do urcité derivace, véetné bodd napojeni. Nejrozsifenéjsi jsou kubické splajny, které
garantuji spojitost do druhé derivace vcetné. Splajny jsou stabilnéjsi nezZ obycejnd
polynomidlni interpolace, s men$i moZnosti ,divokych oscilaci‘ mezi tabelovanymi
body.
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Pocet operaci je O(NN?), a posledn{ korekci Ize pouit jako odhad chyby. Tato metoda
poskytuje interpolacni funkci, jejiz obecné (pri
prichodu z tabelovanymi hodnotami x;).

Potiebujeme-li , pouZijeme splajny (spline functions). Splajn je poly-
nom spojujici po sob& nésledujici pary bod tak, aby byla garantovana spojitost splajnu
garantuji spojitost do druhé derivace vcetné. Splajny jsou stabilnéjsi nezZ obycejnd
polynomidlni interpolace, s mensi moZnosti ,divokych oscilaci‘ mezi tabelovanymi
body.

pfes vSechna data muze dat . Je lepsi
dat pfednost lokdlni interpolaci pfes data ,sousedici‘ s z, ackoli i v takovém pii-
padé nelze v okoli urcitého bodu interpolovat ze znalosti nékolika okolnich hodnot.
Inter/extrapolace (ddle jen interpolace) vZdy predpokldda jisty stupeni hladkosti. Pfi-
klady jsou na obrazku na ndsledujici a dalsi strané.

Obcas je zapotiebi (v piipadé polynomidlni interpolace) znét koeficienty interpolac-
niho polynomu (neni zapotiebi pro vycisleni f(x)!). Jde-li vSak jen o znalost f(x)
mezi x;, je 1épe pouZzit shora popsaného zptisobu.
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3.1 3.11 3.12 3.13 3.14 3.15 3.16 3.17 3.18 3.19
Body (21, 1), (x2,%2), - - -, (Z10, y10) s ekvidistantnimi x; leZ{ na grafu funkce f () = 32+
L In [(7 — 2)?] + 1 (o tom interpolace ale ,nic nevi*). Globalni polynomidlni interpolace
(v tomto pfipadé polynomem 9. stupné) je nepouZitelnd; globalni raciondlni interpolace dava
s vyjimkou intervalu mezi body 4 a 6 (v okolf singularity) rozumné vysledky.
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3.1 3.11 3.12 3.13 3.14 3.15 3.16 3.17 3.18 3.19
x

Rozdélime deset bodl z predchoziho obrazku do tff skupin po Etyfech se spole¢nymi sou-
sednimi body, a provedeme lokdlné v kazdé Ctvefici kubickou polynomidlni interpolaci a
raciondlni interpolaci. V hladkych ¢astech funkce oba typy interpolace vérné kopiruji pribéh
f(x), v okoli singularity jsou nepouZitelné.
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Pocet bodi pouzitych pro interpolaci minus jedna je iid (order) interpolace — v piipadé
polynomidlni interpolace je fad roven stupni interpola¢niho polynomu.

YV, v

Vys§i fad automaticky vyssi presnost! Pfiddnim bodu vzdalenych od x
dostaneme polynom vyssiho fadu, ktery ma tendenci k oscilacim. Pfidani blizkych
bodt, pokud jsou k dispozici, je naopak vhodné.
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Pocet bodi pouzitych pro interpolaci minus jedna je iid (order) interpolace — v piipadé
polynomidlni interpolace je fad roven stupni interpola¢niho polynomu.

YV, v

Vys§i fad automaticky vyssi presnost! Pfiddnim bodu vzdalenych od x
dostaneme polynom vyssiho fadu, ktery ma tendenci k oscilacim. Pfidani blizkych
bodt, pokud jsou k dispozici, je naopak vhodné.

Doporuceni: pouzivejte interpolaci se 3 a 4 body (kvadraticky a kubicky polynom),
nejvyse s 5 az 6 body (bikvadraticky aZ 5. fadu).

(a) Hladka funkce (plna ¢ara) je pfesnéji interpolovana

polynomem vys§itho fadu (krats$i ¢arky) nez 1. fadu
(delsi carky).

(b) Funkce s ostrymi hranami nebo rychle se ménici
derivaci je pfesnéji interpolovana polynomem nizsiho

s Mz v vz

fadu (delsi ¢arky) nez vyssiho fadu (kratsi ¢arky).
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3.1. Polynomialni interpolace a extrapolace

N > 1body (z1,y1), (z2,92), .., (xN,yn) prochdzi jednoznacny polynom N — 1
stupné (interpolacni polynom N — 1 stupné). Je ddn explicitné
Pr) = (r —x9)(x —x3) -+ (x — zN)
(1 — 22) (21 —23) -+ (21 — ZN)

(. —a1) (@ —x3)--- (z — an)
(w2 — 21) (w2 — 23) - (22 —aN) "

(z —a)(@ —x9)--- (x —aN_1)

(zy —z1)(zN —22) -+ (TN — TN-1)

_l’_

3.
Plati P(x;) = y;. Lagrangeova formule je v praxi neuZite¢nd: neposkytuje odhad
chyby, obtiZné programovatelnd, sklon k zaokrouhlovaci chybé.

konstruuje tentyZ interpola¢ni polynom rekurzivni cestou: misto
abychom do hotového polynomu (3.1) dosazovali z, ze zndmého z teprve rekurzivné
budujeme polynom P(x).

E Pokuste se vysvétlit pficinu nachylnosti Lagrangeovy formule (3.1) k zaokrouhlovaci chybé.
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Rekurzivni Nevilledv algoritmus funguje takto (ilustrace pro N =4 ax € (x1,x2)):

z1: L=
Py =
T2 o = o
)
z3: P53 =uy3
P3y = 24
T4 : Pu=uya

Z ,rodicovskych® polynomi
P1 a P> vznikd ,dcefiny‘ po-
lynom P 2 stupné o 1 vyssiho.
Podobné P23 je potomkem P>
a P3, P123 je potomkem Pj2
a P»3, atd., aZ nakonec vy-
sledny interpola¢ni polynom
P1234 je potomkem Pj23 a
Pazy.

>+ (22

3+ (z3—
3 — 24

14

12

1

- 08

0.6

0.4

0.2

(—w3)Prat (=) —2)Po3
z1 -3

r) Py z—x4)P1o3+(z1 —x) Pa:

Progy = ( 4)P1o3+(=1 —) Po3y

x]—xTy

(z—my) Pyg+(zg—x) P3q
Zo—wg
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Obecny tvar rekurzivni formule pro vypocet ,dcefiného‘ polynomu z ,rodi¢ovskych*
polynomt je

(x — xi+m)Pi,i+1,...,i+m71 + (x; — x)Pi+1,i+2,...,i+m 3.3)

Pivi. itm = P
1 = dLi4+m

Pro diference mezi ,dcefinym* polynomem a ,rodi¢ovskymi‘ polynomy

Cm,i = Piit1,..itm — Piit1,.itm—1 (3.4)

Dyi = Piia,.ivm — Pit1,i42,..i+m (3.5)

snadno pomoci (3.3) odvodime rekurzivni formule pro

Dm+1,i _ (xz+m+1 HZ)( m,i+1 m,z) (36)
Ti — Titm+1

Cm-i,—Li — (‘T'L 1")( m71+1 m,z) (37)

Li — Titm+1
Podle (3.4) a (3.5) dostaneme ,dcefiny‘ polynom pfi¢itdnim korekci C'a D k ,rodi¢ov-
skym* polynomidm. Findln{ interpola¢ni polynom (posledni potomek) pak dostaneme
jako sumu y; plus soubor korekci C' a D, které k nému tvofi cestu.

Posledni pfictend korekce pak slouZi jako
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Rutina pro polynomialni interpolaci (C) [Press et al., 1997a]

void polint(float xal[], float yal[l, int n, float x, float *y, float *dy)

(Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE polint(xa, ya, n, x, y, dy)

(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

SUBROUTINE polint(xa, ya, x, y, dy)

IN:  (C:xall..n], yall..n]), (F77: xa(1:n), ya(1:n)), (F90: xa, ya), (C, F77: n), x.

OUT: y a dy.

V proménné y vrati hodnotu interpolaéniho polynomu P stupné n, P(xal[i]) =yalil, v bodé& x.
V proménné dy vrati odhad chyby.

o #define N 100 /* number of data points */
Typické #define NP 4 /* number of points for (cubic) interpolation */

pouziti: ..
float x,y,dy,*xa,*ya;

xa=vector(1,N); /* allocate memory for all data */
ya=vector(1,N);

polint(xa,ya,NP,x,&y,&dy); /* thru pts 1,2,3,4, xa[1]l<=x<=xa[4] */

polint(xa+9,ya+9,NP,x,&y,&dy); /* thru pts 10,..,13, xa[10]<=x<=xa[13] */

polint(xa+96,ya+96,NP,x,&y,&dy); /* thru last 4 pts, xa[97]<=x<=xal[100] */
m Pro C-programétory: Pro¢ je pro interpolaci pfes body 10, . .., 13 v rutiné polint argument xa+9?

3 Vyzkousejte demonstraéni program pro polynomidlni interpolaci xpolint z knihovny [Press et al.,
1997a, Vetterling et al., 1993].
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3.2. Racionalni interpolace a extrapolace
prochézejfci m+1 bOdy (':L‘Z'v yl)v (xiJrl? yi+1)7 SRR (x’iera szrm)
tvaru
_ Bu@) _potpizt---+puat
Qu(z)  q+qz+- -+ qr”
obsahuje u + v + 1 neznamych koeficientd p; a ¢; (¢o je libovolné), proto musi platit

Riii1,. . ivm (3.8)

m=pu+v 3.9
Je tfeba specifikovat stupeii polynomu jak ve jmenovateli, tak v Citateli.

Raciondlni funkce jsou , nebot’ mohou modelovat

Tyto p6ly mohou nastdvat pro redlné z, Castéji vSak v komplexni roviné v analy-
tickém pokracovani. Takové pély mohou zcela zruinovat polynomialni aproximaci.
Nakreslime-li v komplexni roviné kruh obsahujici vSechny z;, polynomidlni inter-
polace nebude fungovat, pokud nejblizsi pdl nebude dostatecné daleko vné kruhu.
Naproti tomu, racionéln{ interpolace bude fungovat, jestlize ma ,, dostate¢ny stupeinl
pro vystiZeni blizkych pdla.

2N s

Bulirsch a Stoer nalezli algoritmus Nevilleova typu — vytvaf{ interpolacni
, pro kterou plati ;x = v (je-li m sudé) nebo v = p+1 (je-li m liché).
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generujici rekurence je

Ritq,. itm — R itm—1

R, itm = Riga,. . igm + R e (3.10)
T—x; 1— i1, itm I idm—1 -1

(I_wi+77L> ( Ri+1,...,i+m—Ri+1,...,i+m71)
s pocatecnimi podminkami
R; = y;, R=[R;;1, . i+mprom=—1]=0 (3.11)
Vztahy analogickd vztahtim (3.4), (3.5), (3.6) a (3.7) pro polynomidln{ interpolaci maji tvar
Crm,i = Riit1,.i+m — Rijit1,. itm—1 (3.12)
Dy = Riiq1,.ivm — Riv1i42,.. i4m (3.13)
a

m,i m,i _Dmi
Dyy1, = Crmi1(Comii1 i) (3.14)

<$—£i+m+1) Din,i = Cmiit1

(L> D i(Conigr — Dini)

T—Titm+1

Crt1,i = ( — ) Dos— o (3.15)

T—Titm+1

kde jsme pouzili
Cmt1,i — Dmy1,i = Crjig1 — Dinyi (3.16)
Na téchto relacich je zaloZena rutina pro raciondlni interpolaci.
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||| Rutina pro racionalni interpolaci (volani analogické jako u polint) (C) [Press et al., 1997a]
void ratint(float xal[], float yal[l, int n, float x, float *y, float *dy)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE ratint(xa, ya, n, x, y, dy)
(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]
SUBROUTINE ratint(xa, ya, x, y, dy)
IN:  (C:xall..n], yall..n]), (F77: xa(1:n), ya(1:n)), (F90: xa, ya), (C, F77: n), x.
OUT: y a dy.
V proménné y vrati hodnotu interpolaéni diagonalni racionalni funkce R, R(xa[i]) =yalil, v bodé x.
V proménné dy vrati odhad chyby.

o #define N 100 /* number of data points */
Typické #define NP 4 /* number of points for rational interpolation */

pouziti: .
float x,y,dy,*xa,*ya;
xa=vector(1,N); /* allocate memory for all data */
ya=vector(1,N);

ratint(xa,ya,NP,x,&y,&dy); /* thru pts 1,2,3,4, xa[1]l<=x<=xa[4] */

ratint(xa+9,ya+9,NP,x,&y,&dy); /* thru pts 10,..,13, xa[10]<=x<=xa[13] */

ratint (xa+96,ya+96,NP,x,&y,&dy); /* thru last 4 pts, xa[97]<=x<=xa[100] */
m Pro C-programétory: Pro¢ je pro interpolaci pres body 97, ..., 100 v rutin€ ratint argument xa+96?

Vyzkousejte demonstraéni program pro racionalni interpolaci xratint z knihovny [Press et al., 1997a,
Vetterling et al., 1993].
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3.3. Interpolace kubickymi splajny
Linedrni interpolace mezi N body (x1,y1), (z2,¥2), ..., (zn,yn) md tvar po &dstech linedrni
funkce (specidlni piipad Lagrangeovy formule (3.1))

Tr—x;

y = Ay; + Byj+1, Az) = M, B(z)=1-A(x) = ——— (3.17)
Tj+1 — L) Tj+1 — L)

Ziejm& y”' = 0 uvnitf kazdého intervalu (x;, 1), ale obecné neexistuje y” v bodech x ;.
yme y Jor L+ ey J

poskytuji interpolacn{ formuli, kterd ma
. hladké prvni derivace ¢/,
. spojité druhé derivace 3",

a to jak uvniti' kazdého intervalu (x;, x;41), tak v hrani¢nich bodech ;.
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3.3. Interpolace kubickymi splajny
Linedrni interpolace mezi N body (x1,y1), (z2,¥2), ..., (zn,yn) md tvar po &dstech linedrni
funkce (specidlni piipad Lagrangeovy formule (3.1))

Tr—x;

y = Ay; + Byj+1, Az) = M, B(z)=1-A(x) = ——— (3.17)
Tj+1 — L) Tj+1 — L)

Ziejmé y” = 0 uvniti kazdého intervalu (z;, z;1), ale obecné neexistuje ' v bodech ;.

poskytuji interpolacn{ formuli, kterd ma
. hladké prvni derivace ¢/,
. spojité druhé derivace 3",
a to jak uvniti' kazdého intervalu (x;, x;41), tak v hrani¢nich bodech ;.

Predpoklddejme, Ze v hrani¢nich bodech z ; jsou kromé y/; zadany také hodnoty druhé derivace
Yy}, a pfidejme k pravé stran€ (3.17) v kazdém intervalu kubicky polynom S(x):

y(x) = A(z)y; + B(x)yj+1 + S(z), S(z) = so + s12 + sox? + s3> (3.18)
s t&émito vlastnostmi:

S(z;) = S(zj41) =0 (souhlas y(z) s hodnotami y;) (3.19)
S§"(xz5) = i, S"(xj41) =i (souhlas y(z) s hodnotami y) (3.20)

Vztahy (3.19) a (3.20) tvoii étyfi rovnice pro vypodet Etyf koeficientd s; polynomu S(x).
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Po jejich vyfeSeni dostaneme prepis (3.18) ve tvaru

y(a) = Az)y; + B(z)yj+1 + Cla)yj + D(@)yj (3.21)
kde koeficienty

Cla) = §(A%(x) — A2))(zj41 — 7;)? (3.22)
D(z) = §(B*(x) — B(x))(2j41 — 25)° (3.23)
obsahuji zdvislosti na z. Evidentné C(z;) = (xJH) D(z;) = D(zj41) =

0 (diky A(z;) = B(zj4+1) =1, A(zj41) = B(z;) = 0), ¢imZ jsou splnény (3.19), a snadno
ovéfime C"(x) = A(x), D" (x) = B(x). Proto

y'(x) = A(x)y;»' + B(x)y;q_1 (3.24)
takze (3.20) jsou také splnény. Prvni derivace je

yiv1 —y; 34%2—-1 3B% -1
y'(z) = 7 - - (@1 = 25)yf + (@1 = 25)Yn

Tjt1 — Ty 6
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Po jejich vyfeSeni dostaneme prepis (3.18) ve tvaru

y(a) = Az)y; + B(z)yj+1 + Cla)yj + D(@)yj (3.21)
kde koeficienty

Cla) = §(A%(x) — A2))(zj41 — 7;)? (3.22)
D(z) = LB (@) - B@))(z1 — ,)? (3.23)
obsahuji zdvislosti na z. Evidentné C(z;) = (x]+1) D(z;) = D(zj41) =

0 (diky A(z;) = B(zj4+1) =1, A(zj41) = B(z;) = 0), ¢imZ jsou splnény (3.19), a snadno
ovéfime C"(x) = A(x), D" (x) = B(x). Proto

y'(x) = A(z)yj + B(2)yj1, (3.24)
takze (3.20) jsou také splnény. Prvni derivace je

Yi+1 — Yy 3A2 -1 3B2 -1
Y (z) = oo 6 (41— 2)y] + —5 @1~ i)Y (3.25)
Hodnoty y;-’ v hrani¢nich bodech vsak ! PouZijeme-li vSak podminku spojitosti

prvni derivace, pak z rovnosti (3.25) aplikované na intervaly (x;_1,x;) a (z;,Z;11) pro x
rovno spole¢nému hrani¢nimu bodu x; dostaneme

Lj—Lj—1 LTj+1 — Lj—1 4  Lj+1 — Lj o Yj+1 — Yy Yj —Yj—1
6 yj ! 3 yj 6 A Tj41 — T4 Tj —Tj-1 ( )
To je N — 2 linedrnich rovnic pro N nezndmych y/, i =1,..., N.
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Dvé z nich miiZzeme proto volit libovoln& — obvykle y{ a y/;. Nejéast&jsi volby jsou

. y{ = 0 a/nebo yi, = 0, tzv. , ktery ma

° dat se zada a po-
moci (3.25) se dopocitaji yi a yl.

Soustava (3.26) je (vzhledem k nezndmym y}’ ) tridiagondlni, takZe se snadno fesi.

Jakmile z (3.26) ur¢ime N — 2 zbyvajicich y;.’ , stdvd se (3.21) determinovanou

funkci s garantovanou spojitosti druhé derivace (a tim garantovanou hladkosti prvni

derivace) v celém intervalu (x1, x ) — splajnem.

!

Rutina pro vypocet (N — 2) 2. derivaci y7 (C) [Press et al., 19972]

void spline(float x[], float y[]l, int n, float ypl, float ypn, float y2[])

(Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE spline(x, y, n, ypl, ypn, y2)

(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

SUBROUTINE spline(x, y, ypl, ypn, y2)

IN:  (C:x[1..n], y[1..n]), (F77: x(1:n), y(1:n)), (F90: %, y), (C, F77: n), yp1, ypn.

OUT: (C: y2[1..n]), (F77: y2(1:n)), (F90: y2).

Vektory x a y obsahuji soubor dat (z; monoténné roste s j), v proménnych ypl a ypn zaddvame
pozadovanou hodnotu 1. derivace na okraji souboru dat. Je-li tato hodnota > 1.0 x 103°, rutina
pouzije podminku pfirozeného splajnu (2. derivace, tj. kfivost, nulovd na pfislusném konci). Druhé
derivace v hrani¢nich bodech jsou zapsany do vektoru y2.
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Pfedchozi rutinu (spline) staci volat jednou. Pro vypocet interpolované hodnoty
v bodé€ = pak voldme rutinu splint, jeZ pouZije hodnoty y2[1..n]:

|| Rutina pro vypocet kubického splajnu v bodé = (C) [Press et al., 1997a]
void splint(float xal[], float yal[l, float y2al[l, int n, float x, float *y)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE splint(xa, ya, y2a, n, X, y)
(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]
FUNCTION splint(xa, ya, y2a, x)
IN:  (C:xall..n], yall..n], y2all..n]), (F77: xa(1:n), ya(1l:n), y2a(1i:n)),
(F90: xa, ya, y2a), (C, F77: n), x.
OUT: (C, F77: y).
Vektor y2a je z rutiny spline. Interpolovand hodnota prisluSnd hodnoté x nezavislé proménné je
vricena (F90) nebo zapsana do y (C, F77).

#define YPRIME1l 2.0e30 /* natural spline x*/
Typické #define NP 10 /* number of points */
pouziti: float x,yn,*xa,*ya,*y2n;

xa=vector (1,NP);
ya=vector (1,NP);
y2n=vector (1,NP);

spline(xa,ya,NP,YPRIME1l,YPRIME1,y2n); /* generates y2n as output */
splint(xa,ya,y2n,NP,x,&yn); /* uses y2n as input */

VyzkouSejte demonstraéni programy pro interpolaci kubickymi splajny xspline a xsplint
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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3.1 3.11 3.12 3.13 3.14 3.15 3.16 3.17 3.18 3.19
x

Body (z1,41), (%2,92),--., (%10, y10) s ekvidistantnimi x; leZ{ na grafu funkce f(z) =
32% 4 Z;In [(7 — 2)?] + 1 a jsou interpolovény piirozenym kubickym splajnem.
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3.4. Pomocné rutiny

Zaklady pocitacové fyziky

Maéme-li data s velkym poctem bodi NV, je vhodné pouZit interpolacni schéma (polynomialni,
raciondlni) s mensim po¢tem bodd m, obvykle m = 4. Pfedpokladejme abscisy ; monoténné
rostouci nebo klesajici. Potom musime fesit nasledujici ukoly:

1. Prozadané z urCit j = 1,...,N —1ltak,Ze v; < x < Tj41.
2. Pro takto lokalizované x oSetfit ,

‘: lezi-li « napf. v (x1,x2) a

pouzivame-li ¢tyibodovou interpolaci, vezmeme body 1,2, 3, 4. Avsak pro x upro-
stied dat daleko od obou konct pouZijeme ,dva body vlevo, dva vpravo‘, pro

x € (xy—1,2N) pouzijeme body N —3, N —2, N — 1, N.

Prvni problém je feSen rutinami locate ahunt. Rutina locate fesi problém

pomoci

bisekce (a) v O(log, N) pokusech, rutina hunt predfadi bisekci ,lov* startujici z predeslé
pozice (b) — miize byt rychlejsi faktorem log, IV, pfinejhor$im je dvakrat pomalejsi.

(a)

8
! hunt phase

—— T~ N

(b)

7 10 14 2 \,\"_/38

bisection phase
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l Rutina pro prohleddvani uspofddané tabulky (C) [Press et al., 1997a]
void locate(float xx[], unsigned long n, float x, unsigned long *j)
void hunt(float xx[], unsigned long n, float x, unsigned long *jlo)
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE locate(xx, n, x, j)
SUBROUTINE hunt(xx, n, x, jlo)
(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]
FUNCTION locate(xx, x)
SUBROUTINE hunt(xx, x, jlo)
IN:  (C:xx[1..n]), (F77: xx(1:n)), (F90: xx), (C, F77: n), x.
OUT: j nebo jlo (s vyjimkou locate (F90)).
Je-li zad4dn (monotdnni) vektor xx abscis a hodnota x, rutina vrati hodnotu j nebo jlo tak, Ze x leZi
mezi z; a x;41. Je-li x mimo rozsah (x1,zy), vrati 0 nebo n.

Maidme-li v tabulce dat v intervalu (z;, z11), uréime
vstupujici do interpolaéniho procesu (nejpravejsi bude x g, —1) takto:
k =min{max{j — (m —1)/2,1} ,N +1—m} (3.27)

m Vyzkousejte fungovani (3.27) pro hodnoty N = 20, m = 4 s riznymi polohami z.

Nezaménujte a :

. (napf. metodou nejmensich ¢tverct) je vyhlazovaci proces — pocet koeficientl byva < neZ poCet
dat a hodnoty nafitované funkce v x; nejsou piesné.

. U je poCet koeficientli a dat stejny, takZe hodnoty interpolantu v x; jsou piesné, ale statistické

chyby v datech zpiisobuji oscilace.
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3.5. Koeficienty interpolacniho polynomu

Obcas je potieba znat interpola¢niho polynomu (3.1) prochézejictho poc-

tem bodu. (Pfipomenme, Ze pii procedufe ur¢ovani hodnoty interpolacniho polynomu pomoci

Nevilleova algoritmu jeho koeficienty znat 1) Urcovani koeficienttl interpola-

¢niho polynomu je vhodné se vyhnout, protoze

° koeficienty mohou byt uréeny nez hodnota interpola¢niho
polynomu v zadaném z,

. hodnoty v zadaném x pocitané ze zndmych koeficient

v , jako napftiklad

. soucasny vypocet interpolovanych hodnot funkce a jejich derivaci,

. vypocet konvoluce segmentu tabelované funkce s néjakou funkci, jejiZ momenty (tj.

jejf konvoluce s mocninami x) jsou zndmy analyticky.

Pro uréeni N + 1 koeficientt interpola¢niho polynomu

Yy = co+clx+02x2+~~~+chN (3.28)
potiebujeme N + 1 bodt (zo,y0),- -, (TN, YN):
1 =z x5 - x(l)v Co Yo
1z 22 - 2N c1 Y1

. : = . (3.29)
1 oy 2% - 2l cN YN
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To je Vandermondeova , pro jejiz feSeni existuje specidlni metoda s poctem operaci
O(N?). Vandermondelv systém miZe byt numericky $patné definovan — 74dné numericka
metoda nedd piesny vysledek, na rozdil od urceni interpolované hodnoty.

Druhd metoda vyuZziva rutiny polint: inter/extrapolujeme pro x = 0, ¢imZ dostaneme cy.
Odecteme c( od vSech y; a délime kaZdé y; odpovidajicim z ;. Zahodime jeden bod (nejlépe

wevs

s nejmen§im z;), a inter/extrapolaci pro x = 0 dostaneme c;, atd. Pon€kud stabiln&jsi nez
predchozi metoda, ale O(N?3). Jinak podobné problémy jako u Vandermondeovy metody.
Rozumné vysledky v single precision do N ~ 8-10, v double precision do N ~ 15-20.

Rutina polcoe implementuje Vandermondeovu metodu, rutina polcof druhou metodu.

u Rutina pro uréeni koeficientt interpolaéniho polynomu (C) [Press et al., 1997a]
void polcoe(float x[], float y[], int n, float cof[])
void polcof(float x[], float y[], int n, float cof[])
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE polcoe(x, y, n, cof)
SUBROUTINE polcof(x, y, n, cof)
(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]
FUNCTION polcoe(x, y)
FUNCTION polcof(x, y)
IN:  (C: x[0..n], y[0..n]), (F77: x(1:n), y(1:n)), (F90: x, y), (C, F77: n).
OUT: (C: cof[0..n]), (F77: cof(1:n)).
DEP: polcof«polint
Z vektorii x a y obsahujicich tabelované hodnoty (x;,y;) vypoéte a vrati vektor koeficienti interpola-
é&niho polynomu (F90) nebo je zapiSe do vektoru cof (C, F77).
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Vyzkousejte demonstracni programy pro prohledavani usporadané tabulky xlocate a
xhunt z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].

Vyzkousejte demonstracni programy pro urceni koeficientl interpolaéniho polynomu
xpolcoe a xpolcof z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].

Shrnuti kapitoly: Naucili jste se interpolovat (nebo extrapolvat) pomoci riznych metod
a rozumné tyto metody vyuZzivat — vite, kdy kterd dava uZitecné vysledky a kdy je naopak
kontraproduktivni.

28| Dalsi zdroje:
° Kapitola 3 v [Press et al., 1997a, Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]. Pro jazyk

C dostupné na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/,
pro Fortran na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/.

° Uvod do Fortranu 95 a do numerickych metod [Sandu. 2001]. Obsahuje Kapi-
toly 18 a 20 o polynomidlni interpolaci a splajnech. Dostupné online na
http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911 /fortran notes/main.html.
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Ijlohy ke kapitole 3
UvaZujte Rungeovu
1

R — 3.30
(@) = T 0.2 (3.30)
na definiénim oboru (—1,1),a N =9

(2j —m ‘

Zj = —cos {QN , y; = r(z;), j=1...,N (3.31)
1. Interpolujte body (x;,y;),j = 1,..., N naintervalu (—1, 1) postupné dvoubodovou

polynomidlni interpolaci (tj. po ¢astech linearni funkci), tiibodovou polynomidlni
interpolaci (tj. kvadratickymi polynomy), ¢tyfbodovou polynomidlni interpolact (tj.

kubickymi polynomy), ..., osmibodovou polynomidlni interpolaci, devitibodovou
polynomidlni interpolaci.

2. Interpolujte body (z;,y;), 7 = 1,..., N naintervalu (—1, 1) postupné dvoubodo-
vou, tiibodovou, . . ., devitibodovou raciondlni interpolaci.

3. Interpolujte body (z;,y;),j =1,..., N naintervalu (—1, 1) pfirozenym kubickym
splajnem.

4. Interpolujte body (z;,y;), 7 = 1,..., N na intervalu (—1,1) kubickym splajnem

s prvnimi derivacemi v 1 a x y nastavenymi na hodnoty analyticky spoctené derivace
(3.30) v téchto bodech.
5. Diskutujte ziskané vysledky.
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4. Numericka integrace

Rychly nahled kapitoly: V této kapitole budou vysvétleny principy dalsi ze za-
kladnich dloh numerického modelovani: numerické kvadratury. Existuje mnoho
riznych piistupd, zde se budeme vénovat jen t€ém nejzakladnéj$im jako jsou li-
chobéznikové (trapezoidélni) pravidlo, Rombergova kvadratura a dotkneme se
zpusobu numerického vypoctu nevlastnich integrald.

Cile kapitoly:
° Naucit se numericky pocitat urcité integraly pomoci lichobéznikového pra-
vidla.

Naucit se numericky pocitat urcité integraly pomoci Simpsonova pravidla.
Naucit se numericky pocitat ur€ité integrdly Rombergovou metodou.
Naucit se numericky pocitat nékteré typy nevlastnich urcitych integrali.

Klicova slova kapitoly: Kvadratura; uzaviené formule, oteviené formule; li-
chobéznikové pravidlo, Simpsonovo pravidlo; oteviené extrapolace; rozsifené uza-
viené formule; roz$ifené oteviené a polooteviené formule; Rombergova kvadratura;
nevlastni integraly
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110/263
Motto:  Metoda brutdlni sily: (1) nakresli graf funkce na ocelovy plech zndmé tloustky a vystiihni, (2) zvaZ
vystriZeny kus, (3) podél hmotnost hustotou oceli a tloustkou plechu, (4) raduj se z vysledku.
Historie ( ) sahd k objevu diferencidlniho a integralniho

poctu. Na rozdil od derivaci elementdrnich funkei a jejich kombinaci, jeZ lze vidy
derivovat analyticky, integraly obecné analyticky vyjadfit nelze.

Vy¢isleni urcitého integralu

I_/abf(x)dx

je ekvivalentni feseni diferencidlni rovnice

.1

dy

A 42
Y = fw) @2
s poddteéni podminkou y(a) = 0 a dosazeni Z = y(b).

K numerické kvadratufe Ize proto pouZit metody feSeni oby- H
¢ejnych diferencidlnich rovnic, jeZ jsou vhodné pro kvadra-
turu funkci koncentrovanych do jednoho nebo vice ,piki‘, nebo
funkci, jejichz tvar neni charakterizovan jedinou délkovou ska- -
lou, jako napt. f(x) = sin®(z~!) na intervalu (6,2/7), kde &

je malé kladné ¢islo.
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Zaklady pocitacové fyziky

Kromé metod této kapitoly a pomoci ODE jsou dalsi metody kvadratury:

Metody zaloZené na aproximaci funkci. Viz kapitola 5 v [Press et al., 1997a,
Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]. Explicitni diskuse integrace funkci
pomoci Ceby3evovy aproximace je v sekci 5.9 uvedené knihy.

Analytickd integrace kubického splajnu (3.21) s pouZitim vystupu rutiny
spline pro y; [Forsythe et al., 1977].

Integraly konvolu¢niho typu lze pocitat pomoci metod rychlé Fourierovy
transformace v kapitole 5.

Dilezita metoda vypocétu multidimenziondlnich integralt je metoda Monte Carlo.
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4.1. Klasické formule pro ekvidistantni abscisy
M¢gjme abscis zg, 1, ...,TN,TN+1 S krokem A,
xj=x0+jh, j=0,1,...,N,N+1 4.3)

Funk¢ni hodnoty v nich ozna¢ime f(x;) = f;. Ukolem je numericky spogitat urdity
integrél

b
/ f(z)dx 4.4)

kdea=zpab=2xN41.

Uzavrené formule pouZivaji funkéni hodnoty
v koncovych bodech f(a) a f(b).

Otevrené formule aproximuji (4.4) pomoci
x; lezicich mezi a a b (napf.
f ma v a a/nebo b singularitu, nelze o o s ot
vycislit ap.). BliZe viz sekci 4.4. closed formulas e these poinis

X0 Xy x Xy AN

Formule pro integraci funkce pies maly pocet intervali prezentované v nasledujicich
dvou subsekcich 4.1.1 a4.1.2 jsou zdkladni stavebni bloky pro konstrukci rozsifenych
formuli pouZzivajicich vétsi pocet intervalt (subsekce 4.1.3 a 4.1.4).
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4.1.1. Uzavifené Newtonovy—Cotesovy formule

Obecny tvar je
/ " f@)de = hlavfy + azfe + - + anfu] + O LD () (4.5)

kde oy, j = 1,...,n jsou vdhové koeficienty a m > n — 1 je nejvySSi stupefi
polynomu, pro ktery (4.5) plati exaktng. Notace O(h"+2f(m+1)(¢)) oznatuje, Ze
pro jiné funkce nez f(x) = Py(z), ..., Pn(z) se exaktni vysledek od vypocteného
1i$1 o sou¢in numerického koeficientu ( ) x k™2 x hodnota (m + 1)-
derivace f v n&kterém bodé ( )€ € (x1,2p).

NS ! ' ' L. ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



113/263 Zaklady pogitadové fyziky

4.1.1. Uzaviené Newtonovy—Cotesovy formule

Obecny tvar je
Tn
/ f(@)da = hlaifi+ aofa+ -+ anfo] + O(R™ P2 FHD (6)) (4.5)
1
kde oy, j = 1,...,n jsou vdhové koeficienty a m > n — 1 je nejvySSi stupefi

polynomu, pro ktery (4.5) plati exaktng. Notace O(h"+2f(m+1)(¢)) oznatuje, Ze
pro jiné funkce nez f(x) = Py(z), ..., Pn(z) se exaktni vysledek od vypocteného
1i$1 o sou¢in numerického koeficientu ( ) x k™2 x hodnota (m + 1)-
derivace f v n&kterém bodé ( )€ € (x1,2p).

Hodnoty koeficientd o5 se jednoduse odvodi tak, Ze polozime (bez Gjmy na obecnosti) 1 = 0, takze z; = (j —1)h,
do n-bodové formule (4.5) dosadime za f(x) postupné n polynomd f(x) = 1,z/h, (x/h)2,...,(z/h)* 1 a

vy¢éislime fo("fnhf(x) dx a f;. Dostaneme tak pro n koeficientli a1, . . . , ov, soustavu n linedrnich algebraickych
rovnic.

Diky ndhodnému zkréceni v§ak mize (4.5) platit exaktné i pro polynom stupné m > n — 1. V piipadé obecné funkce
pouZijeme Tayloréiv polynom se sttedem v 1, f(x) = P (z) + (T (€)™t /(m + 1)), kde € € (z1, zn).
Integral polynomialni &ésti se zkrati s k. ..], integrdl zbytku dd (n — 1)™T2pm+2 f(m+1)(£) /(m + 2)!. To je
chybovy ¢len na konci formule (4.5) véetné zminéného koeficientu.

Odvodte klasické kvadraturni formule uvedené na nasledujici strané poloZenim po fadé
n = 2,3,4,5 v obecném vzorci (4.5).
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Dvoubodové lichobéZnikové (trapezoiddlni) pravidlo

f;f fx)dz =h [%ﬁ + %fQ] + O3 f"(€)) (4.6)

Exaktni pro polynomy do stupné m = 1 = n — 1: linearni funkce.
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Dvoubodové lichobéZnikové (trapezoiddlni) pravidlo

fff fx)dz =h [%ﬁ + %fQ] + O3 f"(€)) (4.6)

Exaktni pro polynomy do stupné m = 1 = n — 1: linearni funkce.

Tribodové Simpsonovo pravidlo
Sl F@)de = h[3fi+ 3f2 + 3 fs] + O(RPFD(€)) (4.7)
Exaktn{ aZ po kubické polynomy véetné (m =3 > 2 =n —1).

C tyrbodové Simpsonovo 3/8 pravidlo
Jol f@)dw = h[3fi+ 3 fa + §fs + §fa] + O F(€)) (4.8)

Exaktni aZ po kubické polynomy véetné (m =3 =n — 1).

NS I — ! ' ' L. ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



114/263 Zaklady pogitadové fyziky

f;f fx)dz =h [%f1 + %fQ] + O3 f"(€)) (4.6)

Exaktni pro polynomy do stupné m = 1 = n — 1: linedrni funkce.

L2 f@)de = h[3fi + 3f2+ 3f5] + OB FI () (4.7)
Exaktni aZ po kubické polynomy véetné (m =3 > 2 =n —1).

Jolf@)dz =h[3fi+ 8o+ §fs + 2 fa] + O° fU(€)) (4.8)

Exaktni aZ po kubické polynomy véetné (m =3 =n — 1).

S f@)de=h[gfi+ %+ RA+ S+ 5]+ 00 FO©) (4.9)

Exaktni aZ po polynomy stupné 5 vcetné (m = 5 > 4 = n — 1). Dals{ vicebodové
formule viz §25.4 v [Abramowitz a Stegun, 19641].
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4.1.2. Oteviené extrapolace pro jeden interval

Misto na koncich otevienych elementarnich Newtonovych—Cotesovych formuli typu
[t fx)dz = hlaafi + - + anfa] + O(...), které se (a) obtizng zietézuji do
roz8ifenych formuli a (b) pro ostatni pouZiti jsou prekondny Gaussovou kvadraturou,
uvedme formule extrapolujici integral pies interval (g, 1) pomoci funkénich hodnot
V1,22, ..,Tn:

/ " Fe)de = haufi + asfa + -+ anf] + ORI (0)) (4.10)

Komentdf a dikaz je analogicky jako v pfipadé uzavienych Newtonovych—Cotesovych formuli s témito rozdily:
€ € (z0,®1), ©; = jh, vy&islujeme integrél foh f(z) dz, a chybovy &len je k™12 f(m+1)(£) /(m + 2)!. Volbou
n postupné dostaneme:

o f(m) dz = h[f1] + O(R*f'(€)) (.11
Sl f(@)de = h[Sf1 = § fo] + O(R3 [/ (€)) 4.12)
Jol f(@)de = h[33f1 — 15 f2 + 15.fs] + O (©)) (4.13)
Jol f(@)de = h[33f1 — 53 fo + 55 fs — S fal + O(R® FD(€)) (4.14)

Pro tyto formule je nejvyssi stupeni polynomu m, pro ktery plati exaktné, roven postupné m = 0, 1,2, 3.

Odvodte extrapolacni formule (4.11)—(4.14) poloZenim po fad& n = 1,2,3,4 v obecném
vzorci (4.10).
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4.1.3. Rozsifené uzaviené formule

Dostaneme je vétSinou zfetézenim uzavienych Newtonovych—Cotesovych formuli
na po sobé jdoucich, nepiekryvajicich se intervalech (paru intervald, trojici intervaldg,

.)proa = x1,%2,%3,...,xN—1,ry = b. Krokje h = (b—a)/N, a pocet takovych
multiintervali je ~ IV, takZe chybovy ¢len je imérny

m+2 (b _ a)m+2
Z © ( Nm+2 f“”*”(&-)) ~0 (Wf(m+”<£)> (4.15)

kde ¢ € (x1, ) je hodnota maxima (m + 1)-derivace pies jednotlivé multiintervaly.
ProtoZze b — a je obvykle konstantni a zajima nas hlavné zavislost chyby na poctu
bodd, budeme psat chybovy ¢len zjednodusené

1
o (Nerl )
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4.1.3. Rozsifené uzaviené formule

Dostaneme je vétSinou zfetézenim uzavienych Newtonovych—Cotesovych formuli
na po sobé jdoucich, nepiekryvajicich se intervalech (paru intervald, trojici intervaldg,

..)proa = x1,x2,x3,...,xN_1,CN = b.Krokje h = (b—a)/N, apolet takovych
multiintervali je ~ IV, takZe chybovy ¢len je imérny

m+2 (b _ a)m+2
Z © ( Nm+2 f“”*”(&-)) ~0 <Nm+1f(m+”<£)> (4.15)

kde ¢ € (x1, ) je hodnota maxima (m + 1)-derivace pies jednotlivé multiintervaly.
ProtoZze b — a je obvykle konstantni a zajima nas hlavné zavislost chyby na poctu
bodd, budeme psat chybovy ¢len zjednodusené

1
@ <Nm+1> (4.16)

JiX f@yde =h[3fi+ fot fat o+ fno1+ 58] + O (5) (4.17)
Exaktni pro polynomy do stupné m = 1: po ¢astech linedrni funkce.
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L f@)de = h[3hi+3f+ 3t 5fat

+ 3fn-2+ 5fn-1+ 5] + O (§3) (4.18)
Exaktni aZ po ,po ¢éstech kubické polynomy* véetné (m = 3).

N-=2
Je f@de =h|Fh+ 3Rt X fet vt iy | $0(5)  @19)

Exaktni aZ po ,po Castech kvadratické polynomy* véetné (m = 2).

m Dokazte (4.19) aritmetickym zprimérovanim rozsifeného Simpsonova pravidla (4.18) a modifikace rozsifeného
Simpsonova pravidla, na jejiZ prvni a posledni krok je pouZito lichobéZnikové pravidlo (4.6). Chybovy ¢len
je souctem chybovych ¢lent obou elementérnich pravidel ndsobenych poétem intervald, na nichZ jsou pouzity,
~2x O3+ N x OhPfH) ~ O(1/N3).
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L f@)de = h[3hi+3f+ 3t 5fat

+ 3fn-2+ 5fn-1+ 5] + O (§3) (4.18)
Exaktni aZ po ,po ¢éstech kubické polynomy* véetné (m = 3).

N-=2
Je f@de =h|Fh+ 3Rt X fet vt iy | $0(5)  @19)

Exaktni aZ po ,po Castech kvadratické polynomy* véetné (m = 2).
m Dokazte (4.19) aritmetickym zprimérovanim rozsifeného Simpsonova pravidla (4.18) a modifikace rozsifeného
Simpsonova pravidla, na jejiZ prvni a posledni krok je pouZito lichobéZnikové pravidlo (4.6). Chybovy ¢len

je souctem chybovych ¢lent obou elementérnich pravidel ndsobenych poétem intervald, na nichZ jsou pouzity,
~2x O3+ N x OhPfH) ~ O(1/N3).

[N f@)de =h[2fi+ i+ B+ fatfs+

1
+ fnoat Inst Bt ifvai+ 2N+ O (§1) (4.20)

Dokaze se fitovanim kubickych polynomi na posloupnost po sobé jdoucich skupin ¢tyf bodi;

podrobnosti viz §18.3 v [Press et al., 1997a, Press et al., 1997b, Press et al., 1997c].
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4.1.4. Rozsitené oteviené a polooteviené formule

Jsou konstruovany ze zfetézenych uzavienych Newtonovych—Cotesovych formuli na
jednom nebo obou koncich modifikovanych otevienymi extrapolacemi (po piislus-
ném precislovani). Z cvic¢eni pod rovnici (4.19) plyne konzistence ,vnitini‘ uzaviené
formule s ,okrajovou‘ extrapolativni otevienou formuli o jednotku niZ8iho fadu.

° Kombinace (4.11) a (4.17) dava
LN fe)de=h[3fat fa+-+ fnot+ 3fva] +O(52) (4.21)
° Kombinace (4.12) a (4.19) dava
f;le(x)dx =h[Bfo+Sfs+fit+fo+-

+ fnoat vzt 5fv—2+ B fnoa] + O (Rs) (4.22)
° Kombinace (4.13) a (4.18) dava
LY f@)de =h [Hfo+0+ 3fat5fs+ 56+

+ 2fNs+ 3fn-at 5fn—3+0+ L fna] +O(37) (4.23)
° Kombinace (4.14) a (4.20) dava
LY f@)de = b [SBfo—§fs+ S fat+ s+ fo+ fr+--

+ Inos+Incat+ Finos—gfv—2+ B fva] + O (77) (4.24)
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° Dilezita je (extended midpoint rule):
fle f(x)dw = hlfso+ fspo+ -+ fnozo+ 12 +O (§=) (4.25)
Diikaz je jednoduchy: f;”]?“f(x) dz,j=1,..., N — 1 aproximujeme hodnotou f; | /5 uprostfed intervalu X h.

Kazd4 takovd aproximace je piesnd aZ do linedrni funkce vcetné, tj. chybové ¢leny odpovidaji lichobéznikovému

pravidlu (4.6) a celkovy chybovy ¢len (4.25) rozsifenému lichobéznikovému pravidlu (4.17).
E Dokazte rozsitenou stfedovou formuli (4.25).
vzniknou kombinaci uzavienych Newtonovych—Cotesovych

formuli s pfedchozimi formulemi (4.21) az (4.24). Na uzavieném konci pouZijeme
vahy z prvni sady, na otevieném konci z druhé sady formuli.

° Priklad : kombinace (4.12) na levém konci a (4.19) dava
LN f@)de = h [Bfa+ 5fs+ fat s+
+ fvoa+ v+ IN) + O (§) (4.26)
N=1
[ | 2
Tlustrace k sekvencnimu vo- ! i 3
lan{ rutiny . — ; : 4

(total after N=4)
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4.2. Elementarni algoritmy

ooy

Vychozi rovnice: rozsitené lichob&znikové pravidlo (4.17). Divod: pro fixni funkci f(z) a
meze a a b miZeme zdvojnasobit pocet intervald bez ztraty predchozich vysledki. Nejhrubé&jsi
odhad je s N = 2 ([f(a) + f(b)]/2), 1. krok vede ke zjemnén{ zavedenim f(%+2), 2. krok
pfidavé ,1/4¢ a ,3/4° body, atd. Proces je schematicky zachycen na predchozi strang.

Tato rutina poditd n-ty stuperi zjemnéni rozsifeného lichob. pravidla (C) [Press et al., 1997a]

float trapzd(float (*func)(float), float a, float b, int n)

(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]

SUBROUTINE trapzd(func, a, b, s, n)

IN: func, a, b, n.

OUT: (F77, F90: s).

Kdy? je volana s m = 1, vrati nejhrub%i odhad [f(a) 4+ f(b)]/2. Nasledna voldni s n = 2,3, . .. zlep3uji presnost ptidanim 272
vnitfnich bodu.

Typické pouziti je for (j=1; j<=m+1;j++) s=trapzd(func,a,b,j);.Lepsije ale:

Rutina pro vypodet urditého integralu lichobéZnikovym pravidlem (C) [Press et al., 1997a]
float gtrap(float (*func)(float), float a, float b)

(Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE qtrap(func, a, b, s)

(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

FUNCTION qtrap(func, a, b)

IN:  func, a, b, vnitfni promé&nné (pro C preprocesorové konstanty) EPS=1.0e-5 a JMAX=20.
OUT: (F77: s).

DEP: qtrap«trapzd

Vrati integral funkce func od a do b. Parametr EPS se nastavi na pozadovanou relativni presnost (ne
méné nez 1076 pro single prec.), 2%~ je maximalni povoleny pocet zjemriovacich kroki.
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, jak z rozifeného lichob&Znikového pravidla (4.17) fadu 1/N? udglat rozsifené Simp-
sonovo pravidlo (4.18) fadu 1/N 4 ma tvar
N 1 1
/ f(ﬂﬂ)dl”:h[2f1+f2+f3+-~-+f1v1+2fN
1
Byh?
-2 - -
Borph®* | ok—1)  a2k-1)
_W(N - )= (4.27)
kde By, jsou definovana generujici funkci
t 1"
i > Bn (4.28)
n=0
V (4.27) se vyskytuji mocniny h, na rozdil od ostatnich formuli v subsekci 4.1.3.
Vezméme vysledky dvou po sobé nésledujicich volan{ rutiny jako v typickém pouZiti

na predchozi strané. Tim se pocet intervald N zdvojndsobi na 2N, h se zméni na h/2, a rutina
vrati vysledky Sy a San. Vedouci (kvadraticky) ¢len chybové expanze v (4.27) se zméni
faktorem 1/4. V kombinaci

se proto tento ¢len zrusi! Zdstane ¢len fadu h* ~ 1/N*, stejny jako u (4.18). Snadno se ovéi,
Ze (4.29) je ve skutecnosti Simpsonovo rozsifené pravidlo (4.18):
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—1Sv=-2x8x[in + f3 + fs4+ 4 fon—2 + 1 fan]
1Sn= ExLExifi+ fot fst+ fat fst+ fon—2t fon—1+ Sfon]
S= AxBfh+ifet+2fs+ifat2fs+ 4+ 2ifon—2+ 2fon—1+ 3 fon]

S —— ' ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



122/263 Zaklady pogitadové fyziky

iy =-2xbxlp + f3 + fs++ fonoao + 5 fon]
%SQN = % X % X [%fl + fo+ f3+ fat+ fo+---+ fon—2+ f2N—1+%f2N]
S = ExXBfi+5f+ 3+ 5fa+3 s+ -+ 3fan—2+ §fan—1 + 5 fan]

Rutina pro vypocet uréitého integrdlu Simpsonovym pravidlem (C) [Press et al., 1997a]
float gsimp(float (*func)(float), float a, float b)

(Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE gsimp(func, a, b, s)

(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

FUNCTION gsimp(func, a, b)

IN:  func, a, b, vnitfni proménné (pro C preprocesorové konstanty) EPS=1.0e-6 a JMAX=20.
OUT: (F77: s).

DEP: gsimp«—trapzd

Vrati integral funkce func od a do b. Parametr EPS se nastavi na poZadovanou relativni pfesnost (ne
méné nez 10~ pro single prec.), 2™*~1 je maximalni povoleny pocet zjemiiovacich kroki.

Vyzkousejte demonstraéni program pro n-té zjemnéni integrace pomoci lichobéznikového pravidla
xtrapzd z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].

Vyzkousejte demonstracni program pro integraci pomoci rozsifeného lichobéznikového pravidla xqtrap
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].

Vyzkousejte demonstraéni program pro integraci pomoci rozsifeného Simpsonova pravidla xgsimp
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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4.3. Rombergova kvadratura

oo

Idea 1 Rozsifené Simpsonovo pravidlo (4.18) lze ziskat z rozsifeného lichobéznikového
pravidla (4.17) pomoci triku (4.29), ktery odstrani z (4.27) vedouci chybovy ¢len
O(1/N?) ~ O(h?). Zkusme aplikovat takové zjemnéni (k — 1)-krét za sebou a
odstranit tak z chybové fady (4.27) €leny aZ do, ale nezahrnujici O(1/N?2k); rozsitené
Simpsonovo pravidlo (4.18) pak pfedstavuje specidlni piipad k& = 2.
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4.3. Rombergova kvadratura

oo

Idea 1 Rozsitené Simpsonovo pravidlo (4.18) lze ziskat z rozsiteného lichobéznikového
pravidla (4.17) pomoci triku (4.29), ktery odstrani z (4.27) vedouci chybovy ¢len
O(1/N?) ~ O(h?). Zkusme aplikovat takové zjemnéni (k — 1)-krét za sebou a
odstranit tak z chybové fady (4.27) €leny aZ do, ale nezahrnujici O(1/N?2k); rozsitené
Simpsonovo pravidlo (4.18) pak pfedstavuje specidlni piipad k& = 2.

Idea 2 (Richardson’s deferred approach to the limit): provést
ur¢ity numericky algoritmus pro rizné (klesajici) hodnoty parametru h, a potom
extrapolovat vysledky pro h = 0; v tomto pfipadé provést né€kolik postupnych
zjemnéni intervalu (napf. kK = 5) a pro extrapolaci pouzit rutinu pro polynomidlni
extrapolaci.

Rutina pro vypocet uréitého integrdlu Rombergovou kvadraturou (C) [Press et al., 1997a]

float qromb(float (*func)(float), float a, float b)

(Fortran 77) [Press et al., 1997b]

SUBROUTINE qromb(func, a, b, ss)

(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]

FUNCTION gromb(func, a, b)

IN: func, a, b, vnitfni proménné (pro C preprocesor. konstanty) EPS=1.0e-6, JMAX=20, K=5.

OUT: (F77: ss).

DEP: gromb<«—trapzd, polint

Vrati integral funkce func od a do b. Parametr EPS se nastavi na poZadovanou relativni pfesnost (ne
méné nez 10~ pro single prec.), 22"*=1 je max. povoleny podet zjemiiovacich kroki, K je pocet bodti
pouzitych pro Richardsonovu extrapolaci. Velmi vykonna pro dostate¢né hladké funkce.
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4.4. Nevlastni integraly

Integral nazveme , vyskytne-li se v ném jakdkoliv z téchto ,patologii‘:

1. lim, .o, f(z)nebolim, .,  f(x) maji kone¢né hodnoty, ale f(a) nebo f(b)
nelze vy¢&islit, napt. f(z) = sinz/x v bodé z = 0.

2. b = conebo a = —o0.

3. Na nékteré mezi se vyskytne integrabilni singularita, napf. 1//x pro a = 0.

4. Na misté a < ¢ < b se vyskytne integrabiln{ singularita.

5. Na misté v intervalu (a, b) se vyskytne integrabilni singularita.

Integraly typu || 1°° z~1dz = oo nebo J fooo cos x dz nemaji pro numerické pocitdni smysl a nebudeme se jimi

zabyvat.

Roli ,tazného koné* hraje v pfipadé nevlastnich integrali misto rozsiteného lichobéz-
nikového pravidla (4.17) rozsitend stfedova formule (4.25), nebot pro ni plati analo-
gie (4.27), :

/ " f@)dz = h[fsso+ fsy2 + frys+ -+ Fn_sjo + Fno1y2)

1
BQkth
(2k)!

th2

1 (=2 R = Py (430

+

(fy =1+

E Dokazte (4.30) pfepsanim (4.27) pro h a h/2 a ode¢tenim 2 X druhd minus prvni.

NS T E——— ! ' ' L. ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



125/263 Zaklady pocitacové fyziky

Na rozdil od sekven¢niho volan{ | 1
rutiny se zdvojndsobova-
nim poctu krokd, v tomto piipadé I i
se pocet kroki . —

Tato rutina po&itd n-ty stuperi zjemnéni rozsifeného stfedového pravidla (C) [Press et al., 1997a]
float midpnt(float (*func) (float), float a, float b, int n)

(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]

SUBROUTINE midpnt (func, a, b, s, n)

IN: func, a, b, n.

OUT: (F77, F90: s).

KdyZ je volana s n = 1, vrati nejhrub$i odhad f((a + b)/2). Nasledna volani s n = 2,3,... zlepSuji
presnost pridanim (2/3) x 3"~! vnitinich bodii. Mezi volanimi nesmi byt s modifikovéano.

Rutina fesi ,patologii ¢. 1° a miZeme ji okamZité nahradit rutinu

v rutinich a s tim, Ze v nich kromé toho

3 snizime parametr JMAX tak, aby 37MAX—1 ( ) nebyl piili§ vEtsi
nez 2MAX—1 j. JMAX = 14,

. u rutiny nahradime ze stejného divodu vyraz s=(4.0*st-ost)/3.0
vyrazem s=(9.0*st-ost)/8.0.

Modifikujte ,ru¢né‘ obé€ rutiny a pfejmenujte je napf. na gtrao a gsimo. Podobné v tomto smyslu modifikujte
rutinu na rutinu gqromo.
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Rutina pro Rombergovu kvadraturu na otevieném intervalu (C) [Press et al., 1997a]
float qromo(float (xfunc)(float), float a, float b,
float (*choose) (float (*)(float), float, float, int))
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE gromo(func, a, b, ss, choose)
(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]
FUNCTION gromo(func, a, b, choose)
IN:  func, choose, a, b, vnitfni proménné (pro C preproc. konst.) EPS=1.0e-6, JMAX=14, K=5.
OUT: (F77: ss).
DEP: gromo<«—polint, choose = midpnt, midinf, midsql, midsqu, midexp (viz dale).
Vréti integral funkce func od a do b s pouzitim specifické rutiny choose. Parametr EPS se nastavi na pozadovanou relativni pfesnost (ne
giii=1l je max. povoleny poéet zjemiovacich kroki, K je poéet bodli pouZitych pro Richardsonovu

méné nez 106 pro single prec.),
extrapolaci.

Typické pouZiti je answer=qromo (bessy0,0.0,2.0,midpnt) ;.
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Rutina pro Rombergovu kvadraturu na otevieném intervalu (C) [Press et al., 1997a]
float qromo(float (*func)(float), float a, float b,
float (*choose) (float (*)(float), float, float, int))
(Fortran 77) [Press et al., 1997b]
SUBROUTINE gromo(func, a, b, ss, choose)
(Fortran 90) [Press et al., 1997¢]
FUNCTION qromo(func, a, b, choose)
IN:  func, choose, a, b, vnitfni proménné (pro C preproc. konst.) EPS=1.0e-6, JMAX=14, K=5.
OUT: (F77: ss).
DEP: gromo«—polint, choose = midpnt, midinf, midsql, midsqu, midexp (viz dale).
Vréti integral funkce func od a do b s pouzitim specifické rutiny choose. Parametr EPS se nastavi na pozadovanou relativni pfesnost (ne
méné nez 106 pro single prec.), giii=1l je max. povoleny poéet zjemiovacich kroki, K je poéet bodli pouZitych pro Richardsonovu
extrapolaci.

Typické pouZiti je answer=qromo (bessy0,0.0,2.0,midpnt) ;
,Patologie &. 2°: substituce x = 1/t pro f(z) klesajici do oo rychleji nez 1 /2
b 1
S fayde = [l &7 (F) at (4.31)

kde ab > 0 (tj. bud b — coaa > 0,nebo a — —oco a b < 0).

H Ekvivalent rutiny midpnt, ale pro ,patologii ¢. 2* (C) [Press et al., 1997a]
float midinf (float (*funk) (float), float aa, float bb, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]
SUBROUTINE midinf (funk, aa, bb, s, n)
IN: funk, aa, bb, n.
OUT: (F77, F90: s).
Horni (dolni) mez bb (aa) miZe byt co (—co), tj. ,velmi velké &islo', jako £1.0 x 103°. Musi platit
aa X bb > 0. Mezi volanimi nesmi byt s modifikovano.
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Potfebujeme-li napf. zapornou dolni mez a b = oo, pouZijeme

answer=qromo (funk,-5.0,2.0,midpnt) +qromo (funk,2.0,1.0e30,midinf)

kde ,délici bod‘ polozime do dostatecné velké kladné hodnoty, v niZ funk zacind asymptoticky
pokles k co.

Jinym piikladem ,patologie ¢. 2¢ implementovanym v ndsledujici rutin€ je integrand klesajici

exponencialng k co. Substituce t = e™* (z = —Int) dava
=00 _ [t=e" dt
[0 fe)de = 25 f(=Int) ¢ (4.32)
Ekvivalent rutiny midpnt, ale pro ,patologii ¢. 2' s funk exponencialné klesajici k co (C) [Press et al.,
1997a]

float midexp(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)

(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997¢]

SUBROUTINE midexp(funk, aa, bb, s, n)

IN:  funk, aa, (bb nepouZito), n.

OUT: (F77, F90: s).

Horni mez bb je kvili kompatibilité s midpnt, nepouzije se. Mezi volanimi nesmi byt s modifikovano.
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Potfebujeme-li napf. zapornou dolni mez a b = oo, pouZijeme

answer=qromo (funk,-5.0,2.0,midpnt) +qromo (funk,2.0,1.0e30,midinf)

kde ,délici bod‘ polozime do dostatecné velké kladné hodnoty, v niZ funk zacind asymptoticky
pokles k oo.

Jinym piikladem ,patologie ¢. 2¢ implementovanym v ndsledujici rutin€ je integrand klesajici

exponencialng k co. Substituce t = e™* (z = —Int) dava
Lo f@)de =[5 f(=Int) ¢ (4.32)

m Ekvivalent rutiny midpnt, ale pro ,patologii ¢. 2' s funk exponencialné klesajici k co (C) [Press et al.,
1997a]
float midexp(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997¢]
SUBROUTINE midexp(funk, aa, bb, s, n)
IN:  funk, aa, (bb nepouZito), n.
OUT: (F77, F90: s).
Horni mez bb je kvili kompatibilité s midpnt, nepouzije se. Mezi volanimi nesmi byt s modifikovano.

,Patologie ¢. 3°: diverguje-li f(z) uajako (z —a) 7, kde 0 <~ < I:

S f@)de = 1 [T 4 f(e 0t 4.33)
resp. pro singularitu v okoli horni meze

1-— ~ 1
JPf@yde = 11 [0 T ph -t e (4.34)

V ptipadé divergence u obou mezi rozdélime integral na dva v né€kterém vnitinim bodé (a, b).
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Vztahy (4.33)a (4.34) maji jednoduchy tvar pro pfipad v = 1/2:

IP @) da = [P 2t f(a + 1) dt (4.35)
P @) da = O\/m 2 f(b— 2)dt (4.36)

Vztahy (4.35)a (4.36) implementuji rutiny

L. H|| Ekvivalenty rutiny midpnt, ale pro ,patologii ¢. 3' s funk majici na dolni (horni) mezi integrabilni
divergenci typu (z — a)~1/2 ((b — z)=1/2). (C) [Press et al., 19973]
float midsql(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
float midsqu(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
(Fortran 77, 90) [Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]
SUBROUTINE midsql (funk, aa, bb, s, n)
SUBROUTINE midsqu(funk, aa, bb, s, n)
IN:  funk, aa, bb, n.
OUT: (F77, F90: s).
Mezi volanimi nesmi byt s modifikovano.

,Patologie €. 4°: pfevést na ¢. 3 rozdélenim integracniho intervalu bodem divergence.

Vyse uvedené rutiny mid* lze s qromo aplikovat na vhodné podintervaly pokryvajici integra¢ni interval, popiipadé
je 1ze modifikovat pro konkrétni potieby (napf. (4.33) a (4.34) proy = 1/3).

Vyzkousejte demonstraéni program pro n-té zjemnéni pomoci otevfeného stfedobodového pravidla xmidpnt z knihovny [Press et al.,
1997a, Vetterling et al., 1993].

Vyzkousejte demonstraéni program pro uzavienou (otevienou) Rombergovu integraci xqromb (xqromo)
z knihovny [Press et al., 1997a, Vetterling et al., 1993].
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Ulohy ke Kkapitole 4
1. Uvazujte integral
/2
Iy = / sin?™ 1 g cos® 1 9do 4.37)
0

kde m, n jsou kladn4 celé Cisla.

(a)
(b)

©
(d)
(e)

Nakreslete graf integrandu prom =n =1 aprom = 2, n = 4.
Vypoctéte 11,1 a I» 4 pomoci rozsifeného lichob&Znikového pravidla (rutina

).
Vypoctéte I 1 a Iz 4 pomoci roz§ifeného Simpsonova pravidla (rutina ).
Vypoctéte 111 a I 4 pomoci Rombergovy kvadratury (rutina ).

Porovnejte ziskané vysledky s exaktnimi hodnotami

1
Li=35

Iy = 75

ziskanymi z analytické formule pro integral (4.37) (viz napf. [Prudnikov et al.,
1981], str. 402, formule 26)

'(m)I'(n)  mmen  (m—1)!(n—1)!

2I'(m +n) N 2(m+n—1)!

1
In = §B(m,n)

PokraCovani na dalSi strané. . .

T —
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2. Uvazujte integral
PR R 438
r /0 1 +x € ( . )
kdep € (0,1).
(a)  Nakreslete graf integrandu pro p = 0.5.
(b)  Modifikujte rutiny a podle ndvodu v textu na qtrao a gsimo,

a vypoctéte I 5.
(c)  Vypoctéte Iy 5 s pouZitim rutiny gromo a prisluSnych subrutin midx.

3. UvaZzujte integral (distribu¢ni funkce normdlniho rozdéleni)
1 T t2
F(z) = NP /_Oo exp (—M> de (4.39)
(a)  Vypoltéte F(x) pro x € (—40,40) s krokem 0.1c a vysledek vykreslete do
grafu.

(b)  Vypoltéte lim F(x) a porovnejte s exaktni hodnotou 1.
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Shrnuti kapitoly: Naudili jste se dalsi ze zdkladnich dloh numerického modelovani:
numerické kvadratufe. Setkate-1i se s urcitym integralem, ktery nelze spocitat analyticky,
nemusite uz stithat kfivku integrandu z plechu jak bylo ze Zertu naznaeno v mottu na
zacatku kapitoly. Misto toho miZete pouzit nékteré v této kapitole popisovanych metod.

28| Dalsi zdroje:

° Kapitola 4 v [Press et al., 1997a, Press et al., 1997b, Press et al., 1997c]. Pro jazyk
C dostupné na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookepdf/,
pro Fortran na
http://www.library.cornell.edu/nr/bookfpdf/.

) Uvod do Fortranu 95 a do numerickych metod [Sandu, 2001]. Obsahuje Kapi-
tolu 19 o numerické kvadratufe. Dostupné online na
http://www.cs.mtu.edu/~asandu/Courses/CS2911 /fortran’notes/main.html.
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5. Fourierovska spektralni analyza

Rychly nahled kapitoly: V této kapitole bude objasnéna dulezité numerickd metoda —
rychlé Fourierova transformace (FFT). A¢koli Fourierova transformace je zndma relativné
dlouho, algoritmus umoziiujici jeji rychlou numerickou implementaci vznikl teprve v pa-
desatych létech minulého stoleti. S nastupem pocitaci se FFT a na ni zalozené spektraln{
metody staly jednim z nejmocné&jSich nastroji matematické fyziky a analyzy signala.

Cile kapitoly:

° Naucit se zakladim spojitych Fourierovych fad a spojité Fourierovy transformace
a jejich zakladnam vlastnostem.

) Naucit se zakladim diskrétni Fourierovy transformace a jejim zakladnam vlast-

nostem, Shannonovu vzorkovacimu teorému.
Naucdit se algoritmus FFT.
Naucdit se zdkladnim aplikacim — filtrovani signdlu ve frekvencéni doméné.

Kli¢ova slova kapitoly: Spojitd, diskrétni Fourierova fada, transformace; periodicky,
neperiodicky signdl; Diracova d-funkce; vykonova spektralni hustota; Parsevaliv teorém;
konvoluce, korelace; Shannontiv vzorkovaci teorém; Danielsoniv—Lanczostv algoritmus;
filtrovani; Wienerova optimaln{ filtrace
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvécené
Periodicky realny signal s(7) na R s frekvenci f = 1/T alichym prubéhem (s(—t) =
—s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty /,, € R

s(t) = by sin 2w ft (5.1)
—_——
zéakladni frekv.
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvécené
Periodicky redlny signal s(¢) na R s frekvenci f = 1/T alichym prubéhem (s(—t) =
—s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty /,, € R

s(t) = by sin 2w ft + by sindn ft (5.1)
za’.klad?l? frekv. 2. har:n;nické
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvécené
Periodicky redlny signal s(¢) na R s frekvenci f = 1/T alichym prubéhem (s(—t) =
—s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty /,, € R

s(t) = by sin2w ft + bosindn ft + by sinbmw ft+ - -- 5.1
za’.klad?l? frekv. 2. har:n;nické 3. har?n?mické
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvécené
Periodicky redlny signal s(¢) na R s frekvenci f = 1/T alichym prubéhem (s(—t) =
—s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty /,, € R

s(t) = by sin2w ft + bosindn ft + by sinbmw ft+ - -- 5.1
za’.klad?l? frekv. 2. har:n;nické 3. har;l;nické

Periodicky redlny signal s(1) naR s frekvenci f = 1/T a sudym praubéhem (s(—t) =
s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty «,, € R

s(t) = % + ) cos 2w ft (5.2)
N———
zdkladn{ frekv.
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvécené

Periodicky redlny signal s(¢) na R s frekvenci f = 1/T alichym prubéhem (s(—t) =
—s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty /,, € R

s(t) = by sin2w ft + bosindn ft + by sinbmw ft+ - -- 5.1
za’.klad?l? frekv. 2. harr?l?)nické 3. har;l:)nické

Periodicky redlny signal s(1) naR s frekvenci f = 1/T a sudym praubéhem (s(—t) =
s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty «,, € R

s(t) = % + a1 cos 2w ft 4 a, cos4m ft (5.2)

zékladni frekv. 2. harmonicka
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvécené
naR s frekvenci f = 1/T a
—s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty /,, € R

s(t) = by sin2w ft + bosindn ft + by sinbmw ft+ - --

~
zéakladni frekv. 2. harmonicka 3. harmonicka

naR s frekvenci f =1/T a
s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty «,, € R

s(t) = — + aj cos 2w ft + ao cosdm ft + a;cosbmft+---

2

zékladni frekv. 2. harmonicka 3. harmonicka

Zaklady pocitacové fyziky
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvécené
naRsfrekvenci f =1/T a (s(—t) =
—s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty /,, € R

s(t) = by sin2w ft + bosindn ft + by sinbmw ft+ - -- (5.1
zékladnffrekv. 2. harmonickd 3. harmonickd
naR s frekvenci f =1/T a (s(—t) =
s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty «,, € R
s(t) = ?—i— cos 27 ft + o cosdm ft + a;cosbmft+ - (5.2)
zéKladni frekv. 2. harmonickd 3. harmonickd

na R s frekvenci f = 1/T lze rozlozit do fady s koefi-

cienty @,,b, € R
o0 .
s(t) = o> + anl( cos2mnft + b, sin 27 ft)
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5.1. Fourierova transformace pro nezasvécené
naRsfrekvenci f =1/T a (s(—t) =
—s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty /,, € R

s(t) = by sin2w ft + bosindn ft + by sinbmw ft+ - -- (5.1
zékladnffrekv. 2. harmonickd 3. harmonickd
naR s frekvenci f =1/T a (s(—t) =
s(t)) 1ze rozlozit do fady s koeficienty «,, € R
s(t) = ?—i— cos 2w ft + ao cosdm ft + a5 cos 6w ft+ - - (5.2)
zéKladni frekv. 2. harmonickd 3. harmonickd

na R s frekvenci f = 1/T lze rozlozit do fady s koefi-

cienty «,,, b, € R (resp. ¢, € (0,00), ©,, € (—=7/2,7/2))

= Z cos2mnft + b, sin 27 ft) (5.3)
s(t) = 5 + anl cos(2mnft — ) (5.4)
Koeficienty ¢, (resp. ) tvoii (resp. ) signalu s(t).

Rada (5.3) resp. (5.4) se nazyva Fourierova.
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Koeficienty Fourierovy fady (5.3) se ur¢i podle

2 [T 2 (T
= / s(t) cos2mn ftdt, = / s(t) sin2wn ft dt (5.5)
T 0 T 0

n=20,1,2,.... Spektralni koeficienty Fourierovy fady (5.4) se urci podle

(5.9
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Koeficienty Fourierovy fady (5.3) se uréi podle
2 (7 2 [T
= / s(t) cos2mn ftdt, = / s(t) sin2wn ft dt (5.5)
T Jo T Jo
n=20,1,2,.... Spektralni koeficienty Fourierovy fady (5.4) se urci podle
= 240,2 cosp,=—, singp,=— (5.6)

na R s frekvenci f = 1/T lze rozlozit do fady
s koeficienty s, € C

s(t) = Z:’?m e 2minft (5.7)
e ;
_ / s(t) 2Tt d (5.8)
T Jo
n =0,£1,+£2,.... Analogicky spektrilni koeficienty jsou
% Cx
=[], cosp, =t sing, = o (5.9)
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Tustrace — Fourierv rozklad obdélnikového signalu:

Me¢éjme signal o frekvenci f = 110Hz (perioda 7' = 9.09091 ms) s lichym obdél-
nikovym prib&hem a amplitudou A = 7/4 ~ 0.785398. Takovy signdl lze rozlozit
do sinové Fourierovy fady (5.1) s koeficienty 0, = 1. 05 = 1/3, b5 = 1 /5. ... (sudé
nulové). Pro poslech signalu klikni na jeho graf.

st)y= t f t | Parcidlni souéty a srovndni s s(t)
=1x {/\ \/} H‘ﬁ'@ﬁ‘ zdkladnf frekv.
+ % X N o 7 R A AN 4 3. harmonické

s L NAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVIIE S S e e Bt
S S AVAVAVAV AV AV AV AV AV AV AV AV AV AV R S 7 7 harmonickd
R R VAVA VAV A VYA VAV A VAV AVAVAVAVAVAVAVAVIR 4 / \ J 9. harmonickd

+irx MAVWWAWAWWWWNVAY T X / \ J 11 harmonickd
1 .1z
i L 13 hamoniekd
1 ‘ A A
+ vy$8i harmon.
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Zaklady pocitacové fyziky

Pilovy signil: frekvence stejnd jako u pfedchozi ilustrace, ale lichy pilovy priibéh a amplituda A = 7/2 ~ 1.570796.

Nym’ b1 =1,b2 = 71/2.[};; = ]//3, by = 71]/—1.[}5 = ]/’:). B,

s(t) =

e 1 ] .
£ L—" L——7 Parcidlni souéty a srovnani s s(t)

3 W 1 w1
e ] EA‘VA‘VJ
I ~————

3 W 1 melm W I : e lml 1
T e e e
| ~] I

3 W h el i . 3w = dmetm]
T~ ] Eéﬁ_%}
| ~

3 Wn 1 el S imelml 18
i~ ] [_AW_&?_]
| ~

3 W n 1 el T el 18
i~ | E%AW}
| ~

B W h T e R T e — > el
'~ | %—%

CAANAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY)

CAAAAANANAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
\VAVAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY/

CAANAAAAAAAAAANAAAAAAAAAAAAAANAA
VAV AVAVAVATAVAVAVAVAYAVAVAVAYAVATAVAVAVATAVAVAVAVAVATAY)

CAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAN
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY)

AAAAAAAAAAAAAAAANAAAAAAAAAAAAAAN
VAVAVATAVAVAVAVATAVATAVAVAVAVAVAVATATAVAVAVATAVAVATAVAVAVATAVAV!

Pro poslech signdlu klikni na jeho graf.

zékladnf frekv.

2. harmonickd

3. harmonickd

4. harmonickéd

5. harmonicka

6. harmonicka

12. harmonicka

13. harmonicka

14. harmonicka

15. harmonicka

16. harmonickd

vy$8i harmon.
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Amplitudové spektrum Fazové spektrum
1 /2
=
= 0
— 12
\Q
ho} 13
e 1/4 | |
o | i s = = I
0 f 2f 3f 4 Sf 6 If 8§ 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f 0 f 2f 3f 4f S5f 6 If 8f 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f
1 /2
E 12 0
1/4
l: | l I I B I s /2

0 3f 4 Sf 6f 7/ Xy )/ 10f IH 12f 13f 14f 15f 16f O f 2f 3f 4f 5 6 7If 8f 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f

Spektmm obsahuje kompletni informaci o signalu s(/), jez mize byt ze spektra
zrekonstruovana podle vztaht (5.3), (5.4) nebo (5.7).
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Amplitudové spektrum Fazové spektrum
1 /2
=
E 12 0
D) -
ho} 13
Ra) 1/4 |
o s s = [
0 f 2f 3f 4 5f 6 U 8 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f 0 f 2f 3f 4f S5f 6f If 8f 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f
1 /2
E | 0
£ .
1/4
S T -
f 2f 8f

0 3 4f Sf6f Tf 9 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f O f 2f 3f 4 5F 6f 7If 8 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15 16f

Spektrum obsahuje kompletni informaci o signdlu (1), jez miZe byt ze spektra
zrekonstruovana podle vztaht (5.3), (5.4) nebo (5.7).

Neperiodicky signél s(¢) na R lze chdpat jako limitni pfipad periodického signdlu
s periodou T' — oco. Potom f — 0, ¢ary spekter se k sobé pfiblizuji a diskrétni
spektrum prechdzi na spojité. Vztahy (5.8) a (5.7) prechdzeji na piimou a inverzni
Fourierovu transformaci dané vztahem (5.21).
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Amplitudové spektrum Fazové spektrum
1 /2
= . . 0
D) -
< "
Ra) 1/4 |
o s s = [
0 f 2f 3f 4 S5f 6f If 8f 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15 16f 0 f 2f 3f 4f 5f 6f 7If 8f 9f 10f 11f 12f 13f 14f 15f 16f
1 /2
E 12 0
s . '
1/4
S T -
foof 3 4F S O6f TIf §f

T 0 F X TG T G Y Y Y YT 15 16
Spektrum obsahuje kompletni informaci o signdlu s(7), jeZ miZe byt ze spektra
zrekonstruovana podle vztaht (5.3), (5.4) nebo (5.7).

Neperiodicky signdl s(¢) na R lze chédpat jako limitni ptipad periodického signdlu
s periodou T' — oco. Potom f — 0, ¢ary spekter se k sobé pfiblizuji a diskrétni
spektrum prechdzi na spojité. Vztahy (5.8) a (5.7) prechdzeji na piimou a inverzni
Fourierovu transformaci dané vztahem (5.21).

E Jak vypadaji spektra harmonickych slozek a parcidlnich soucti obdélniku a pily?
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Jsou spektra obou uvedenych signalil skute¢né striktné diskrétni (¢arova)?

| S S T T ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



138/263 Zaklady pogitadové fyziky

Jsou spektra obou uvedenych signalti skutecné striktné diskrétni (¢arova)?

Nikoliv! Striktné diskrétni spektrum by mél pouze nekonecné dlouho trvajici signdl,
periodicky na celém R. Skuteény signdl je koneény v ¢ase, a mimo dobu trvani mize
byt dodefinovéan nulou, takZe ve skutecnosti periodicky na R, a jeho spektrum
dané Fourierovou transformaci (5.21) je spojité.

Spektrum dostate¢né dlouho trvajiciho signdlu — signdlu, jehoZ trvani At je mnoho-
ndsobkem jeho ,periody‘ 7' = 1/f (tj. fAt > 1) — je vSak blizké diskrétnimu.
Budeme-li dobu trvani signalu At zkracovat, budou se tizké piky spektra ¢im dél vic

rozsifovat a odliSovat od diskrétniho spektra.

V extrémnim pifpadé, kdy signdl obsahuje jen nékolik mélo ,period* 7" = 1/ f, rozsif{
se pivodné tzké piky spektra natolik, Ze jsou vyrazné zastoupeny i frekvence leZici
mezi piky — spektrum se rozmazZe. D4 se ukazat Ze ,neurCitost frekvence’ Af je
spojena s trvanim signalu At vztahem

AfAt ~ 1 (5.10)

nazyvanym . Tento fundamentdlni vysledek ilustruji na piikladu
pilovitého signdlu nasledujici obrazky. (Srovnej je s diskrétnim spektrem.)

| S S T T ' ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



139/263 Zaklady pogitadové fyziky

SEEEES

I N N N O A
12 13f

0 o 10F 11f 14f 157 16f

Amplitudové spektrum ptvodniho pilovitého signdlu s délkou trvani
At = 2.97215s (pocet sampli 65536=21%) a obsahujiciho cca
327 period. Neur¢itost frekvence A f ~ 0.34 Hz je nepatrnd.
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“’Jl IJ\%‘J;LL\
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0 f 2f 3 4 SFO6f If 8F 9F 10F 1If 12f 13 14f 15F 16f

Amplitudové spektrum ptvodniho pilovitého signdlu s délkou trvani
At = 2.97215s (pocet sampli 65536=21%) a obsahujiciho cca
327 period. Neur¢itost frekvence A f ~ 0.34 Hz je nepatrnd.

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkrdceného na At =

92.88 ms (pocet sampli 2048=211) a obsahujiciho cca 10 period. Ne-
urcitost frekvence vzristina A f ~ 11 Hz.
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I N N N O A
12 13f

[ ]

Amplitudové spektrum ptvodniho pilovitého signdlu s délkou trvani

At = 2.97215s (pocet sampli 65536=21%) a obsahujiciho cca
327 period. Neur¢itost frekvence A f ~ 0.34 Hz je nepatrnd.

I
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3 4f SF6F 7 8F O 10F 11f 12f 13 14F 15F 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkriceného na At =

46.44 ms (pocet sampli 1024:210) a obsahujictho cca 5 period. Neu-
réitost frekvence vzristd na A f =2 22 Hz, piky se rozsifuji.

Zaklady pocitacové fyziky

0 f 2f 3 4 SFO6f If 8F 9F 10F 1If 12f 13 14f 15F 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkrdceného na At =

92.88 ms (pocet sampli 2048=211) a obsahujiciho cca 10 period. Ne-
urcitost frekvence vzristina A f ~ 11 Hz.
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SEEEES

I N N N O A
12 13f

0 o 10F 11f 14f 157 16f

Amplitudové spektrum ptvodniho pilovitého signdlu s délkou trvani
At = 2.97215s (pocet sampli 65536=21%) a obsahujiciho cca
327 period. Neur¢itost frekvence A f ~ 0.34 Hz je nepatrnd.

A

|
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bbby

0

9F 10F 1If 12f 13F 14f 157 16

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkriceného na At =
46.44 ms (pocet sampli 1024:210) a obsahujictho cca 5 period. Neu-
réitost frekvence vzristd na A f =2 22 Hz, piky se rozsifuji.

Zaklady pocitacové fyziky

o 3 4 ST 6f If 8 9f 10f 1If 12f 13f 14f 15 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkrdceného na At =
92.88 ms (pocet sampli 2048=211) a obsahujiciho cca 10 period. Ne-
urcitost frekvence vzristina A f ~ 11 Hz.

us A7

0 f 2f 3 4 Sf6f IF SF 9F 10F 11f 12f 13f 14f 15F 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkriceného na At =
23.22 ms (pocet sampli 512=29) a obsahujictho necelé 3 periody. Ne-
urcitost frekvence vzristd na A f = 43 Hz — srovnatelnd se zékladni
frekvenci.
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I S N Y
0 F o ¥ 4 S 6 I 8 9 W 1If 12 13 14 15 16
Amplitudové spektrum ptvodniho pilovitého signdlu s délkou trvani
At = 2.97215s (pocet sampli 65536=21%) a obsahujiciho cca
327 period. Neur¢itost frekvence A f ~ 0.34 Hz je nepatrnd.

A

I
It
bt o

OF 1If 12F 137 14F 157 16

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkriceného na At =
46.44 ms (pocet sampli 1024:210) a obsahujictho cca 5 period. Neu-
réitost frekvence vzristd na A f =2 22 Hz, piky se rozsifuji.

0 o SF6f U 8 9 10f 11f 12F 13 14f 15 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkrdceného na At =
11.61 ms (256:28 samplii) obsahujiciho zhruba jednu a tvrt peri-
ody. Neurtitost frekvence A f ~ 86 Hz ~ f = 110 Hz potlacuje
rozliSitelnost piki.

et | ' ' 11

Zaklady pocitacové fyziky

\OSF 6 Tf 8F OF 10F 1If 12F 13f 14F 15F 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkrdceného na At =
92.88 ms (pocet sampli 2048=211) a obsahujiciho cca 10 period. Ne-
urcitost frekvence vzristina A f ~ 11 Hz.

us A7

0 f 2f 3 4 Sf6f IF SF 9F 10F 11f 12f 13f 14f 15F 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkriceného na At =
23.22 ms (pocet sampli 512=29) a obsahujictho necelé 3 periody. Ne-
urcitost frekvence vzristd na A f = 43 Hz — srovnatelnd se zékladni
frekvenci.
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Amplitudové spektrum ptvodniho pilovitého signdlu s délkou trvani
At = 2.97215s (pocet sampli 65536=21%) a obsahujiciho cca
327 period. Neur¢itost frekvence A f ~ 0.34 Hz je nepatrnd.
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I
It
it

OF 1If 12F 137 14F 157 16

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkriceného na At =
46.44 ms (pocet sampli 1024:210) a obsahujictho cca 5 period. Neu-
réitost frekvence vzristd na A f =2 22 Hz, piky se rozsifuji.

0 o SF6f U 8 9 10f 11f 12F 13 14f 15 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkrdceného na At =
11.61 ms (256:28 samplii) obsahujiciho zhruba jednu a tvrt peri-
ody. Neurtitost frekvence A f ~ 86 Hz ~ f = 110 Hz potlacuje
rozliSitelnost piki.

et | ' ' 11

Zaklady pocitacové fyziky

\OSF 6 Tf 8F OF 10F 1If 12F 13f 14F 15F 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkrdceného na At =
92.88 ms (pocet sampli 2048=211) a obsahujiciho cca 10 period. Ne-
urcitost frekvence vzristina A f ~ 11 Hz.

us A7

0 f 2f 3 4 Sf6f IF SF 9F 10F 11f 12f 13f 14f 15F 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkriceného na At =
23.22 ms (pocet sampli 512=29) a obsahujictho necelé 3 periody. Ne-
urcitost frekvence vzristd na A f = 43 Hz — srovnatelnd se zékladni
frekvenci.

18 — T
A~

0 f 2 3 4 SEo6f I SF 9F 10F 1If 12f 13f 14F 15F 16f

Amplitudové spektrum pilovitého signdlu zkrdceného na At =
5.805 ms (pocet sampli 128=27) a obsahujictho néco pres pul peri-
ody. Neurcitost frekvence Af ~ 172Hz > f = 110 Hz zcela
smazdvd periodicitu.
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5.1.1. Diracova §-funkce

jednorozmérny pohyb bodové hmoty m fidici se II. Newtonovym zdkonem

mdv/dt = F(t), na po¢itku v klidu, ptsobeni sily omezeno na kone¢ny Casovy
interval délky 7:

F A

PARN ‘

rychlost0 —t/2 7/2  rychlost vy t

Po odeznéni silového impulsu (¢ > 7/2) ma hmota rychlost
1 /2 1 o)
v=2 [ pwar=L / Fydt =1 5.11)
m J_ /2 m J_ m
N——

7 = impuls sily
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Zkracujeme dobu plisobeni 7, zvétSujeme F' tak, aby (plocha pod
grafem F'(t)) . Rychlost v¢ zlistane podle (5.11) stejné:
F A
N3
rychlost 0 —1/2 T/2 rychlost v¢ t=
F A
J
rychlost 0 —t/2| 1/2 rychlost ve 7
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sila pasobici po nekonecné kratkou dobu v Case t = 0, ale je ,ne-

konecné velikd‘ tak, aby integral ffooo F(t)dt = Z, ¢imz Castice opét ziskd rychlost
ve=1I/m:

5(t) = {O prot #0,

tak, Ze / i(t)ydt=1 (5.12)
oo prot=0 0

Idealizovany, nekonecné kratkou dobu pisobici silovy impuls, ktery udéli ¢astici

rychlost vg, 1ze psdt jako F'(t) = Z4(t).
teorie distribuci (napf. [Schwartz, 1972, Kap. II]).
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sila pasobici po nekonecné kratkou dobu v Case t = 0, ale je ,ne-

konecné velikd‘ tak, aby integral ffooo F(t)dt = Z, ¢imz Castice opét ziskd rychlost
ve=1I/m:

0 t#0 o
5(t) = prot 70, tak, Ze / i(t)ydt=1 (5.12)
oo prot=0 0
Idealizovany, nekonecné kratkou dobu pisobici silovy impuls, ktery udéli ¢astici
rychlost vg, 1ze psdt jako F'(t) = Z4(t).

teorie distribuci (napf. [Schwartz, 1972, Kap. II]).

d(—t) =4(t) (sud4 funkce) (5.13)

d(at) = V‘10| (t) a#0 (8kdlovani casu) (5.14)
1

S(p(t) = ] 5(t —t;), t; jsoukofeny @(t) =0 (5.15)

E Dokazte vztahy (5.13), (5.14), (5.15). U prvnich dvou zvolte vhodnou substituci, u tfetiho si uvédomte, kde a pod
jakym thlem protind graf funkce ¢(t) osu t.
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[ swswar=ro). [ st d = s (5.16)

—00 —0o0
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| swswar=so). [ st d = s (5.16)

(Heavisideova funkce): n(t / o(t

Sa
1t

»

t
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Jina motivace: jak zapsat hustotu bodové hmoty m umisténé v bod€ s polohovym
vektorem 7o = (xq, Yo, 20)?
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jak zapsat hustotu bodové hmoty m umisténé v bodé s polohovym
vektorem 7o = (xq, Yo, 20)?

p(r) =md(r —ry), kde do(r)=0(x)i(y)di(z)
Celkova hmota je

/Qp(r)dV:m/Q(S(r—ro)dV:m

pokud r¢ € Q, a nulovd, pokud ro ¢ .

A A
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V diskrétnich aplikacich ma vlastnosti analogické Diracové -funkci
definovana pro celociselné indexy ¢, k € Z zcela regularné jako

0 proi#k,
Oik = .
1 proi=k.

Vztahy (5.12) a (5.16) maji diskrétni ekvivalent
ZZO:_OO 5zk =1 )
D b oo Oikfk = fi-

Diskrétni analogie Heavisideovy funkce je

0 proz <0,
1 pro¢>0.

=30 O = {

Zaklady pocitacové fyziky

(5.17)

(5.18)
(5.19)

(5.20)

Vztahy (5.18) a (5.19) se opét daji zobecnit v tom smyslu, Ze sumaéni mnoZinu rovnou
vSem celym &isliim nahradime libovolnym intervalem celych &isel, pficemz (5.18)
resp. (5.19) plati, patii-li O resp. ¢ do sumacniho intervalu, jinak je hodnota pravych

stran (5.18) a (5.19) nulova.

®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec



146/263 Zaklady pogitadové fyziky

5.2. Spojita Fourierova transformace

Fyzikaln{ procesy a signdly:

° v , obecné komplexni funkce (signal) (t mtZe reprezen-
tovat i jinou neZ ¢asovou soufadnici, typicky délkovou, pfip. také dvé nebo
vice proménnych, opét typicky délkové — obraz).

° ve , obecné komplexni signél
Funkce a jsou jen rizné reprezentace (obrazy) téhoz signalu. Jsou vazany
pfimou (tvori ):
oo .
— / e27r1 ft dt
~— oo~~~
fr. dom. ¢as. dom.
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146/263 Zaklady pogitadové fyziky

5.2. Spojita Fourierova transformace

Fyzikaln{ procesy a signdly:

° v , obecné komplexni funkce (signal) (t mtZe reprezen-
tovat i jinou neZ ¢asovou soufadnici, typicky délkovou, pfip. také dvé nebo
vice proménnych, opét typicky délkové — obraz).

° ve , obecné komplexni signél
Funkce a jsou jen rizné reprezentace (obrazy) téhoz signalu. Jsou vazany
pfimou a inverzni (tvori ):

_/ e27rift _/ e—27riftdf
~~~ —o0 =~~~ ~~ —o0 ~~~~

fr. dom. ¢as. dom. cas. dom. fr. dom.

dt <=
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5.2. Spojita Fourierova transformace

Fyzikaln{ procesy a signdly:

° v , obecné komplexni funkce (signal) (t mtZe reprezen-
tovat i jinou neZ ¢asovou soufadnici, typicky délkovou, pfip. také dvé nebo
vice proménnych, opét typicky délkové — obraz).

° ve , obecné komplexni signél
Funkce a jsou jen rizné reprezentace (obrazy) téhoz signalu. Jsou vazany
pfimou a inverzni (tvori ):
. - o

= / it £ = / e 2miftqf (5.21)
~— oo~~~ ~—~ oo~~~
fr. dom. ¢as. dom. cas. dom. fr. dom.
Fourierdv obraz : vdhova funkce, soucin udavd, jak mnoho ,vlnek’
e~ 2™/t obsahuje signal ve frekvenénim intervalu (f, f + df).
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s vz

Snadno se lze presvédcit, Ze pro redlnou a imagindrni ¢ast signalu s(t) plati

Rs(t) = / TS cos2mft — ol )] df (5.22)
Is(t) = — / TS simfenft— ol df (5.23)
e rediné funkee 2 jsou dény vatahy

= 15(f)|, cosalf) = i‘f”(%), sin o f) = %SS(%) (5.24)

Jinymi slovy, redlnd (imaginérni) sloZka signdlu je ,poskldddna‘ z kosinovych (sino-
vych) vinek s toutéz redlnou frekvencné zavislou vdhovou funkci (amplitudou)
a timtéZ frekvenéné z4vislym fdzovym posuvem

E Pesvédcete se o platnosti (5.22) a (5.23).

Nékdy se misto frekvence f pouziva kruhova frekvence w = 27 f. Jak se zméni definice
(5.21) a vztahy (5.22), (5.23)?
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Na vzorcich (5.21), (5.22) nebo (5.23) moZna zarazi, Ze
frekvence f v nich probihd vSechny redlné hodnoty, ackoliv fyzikdlni vyznam maji pouze
nezdporné frekvence f > 0.

Pomoci symetrii Fourierovy transformace se 1ze snadno pfesvédcit, Ze pro
Ize vztah (5.22) ptepsat do ekvivalentniho tvaru

s(t) = /000 cos[2m ft — |df (5.25)

v némzZ frekvence prochazi jen nezdporné hodnoty, s nimiz bychom proto pro redlné sig-
ndly vystacili i v matematickém formalismu. Symetricky integracni obor ve vzorcich (5.21),
(5.22) a (5.23) je v piipadé redlnych signdll Cist¢ formalni a protoZe usnadiiuje matematické
manipulace, budeme se této konvence pridrzovat a mit na paméti, Ze fyzikalné f > 0.
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Na vzorcich (5.21), (5.22) nebo (5.23) moZna zarazi, Ze
frekvence f v nich probihd vSechny redlné hodnoty, ackoliv fyzikdlni vyznam maji pouze
nezdporné frekvence f > 0.

Pomoci symetrii Fourierovy transformace se 1ze snadno pfesvédcit, Ze pro
Ize vztah (5.22) ptepsat do ekvivalentniho tvaru

s(t) = /000 cos[2m ft — |df (5.25)

v némzZ frekvence prochazi jen nezdporné hodnoty, s nimiz bychom proto pro redlné sig-
ndly vystacili i v matematickém formalismu. Symetricky integracni obor ve vzorcich (5.21),
(5.22) a (5.23) je v piipadé redlnych signdll Cist¢ formalni a protoZe usnadiiuje matematické
manipulace, budeme se této konvence pridrzovat a mit na paméti, Ze fyzikalné f > 0.
Nékdy se pro - r—a .
vypocet fize a(f) misto korektnich vztaht
(5.24) uvadi nespravné zjednodusSeny vztah
a(f) = arctg[SS(f)/RS(f)]. Zaménime-li
v ném §(f) — 3(f)*, dostaneme spravné
a(f) — —a(f). Avsak pfi zdméné 3(f) —
—3(f)* dava tento vztah nespravné a(f) —
—a(f); ve skuteCnosti mé byt a(f) — m —
a(f). Situaci ilustruje obrdzek vpravo.

o

£
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nazyvame:
Bud komplexni funkci frekvence §( f) definovanou (5.21), f € R;
nebo jeji modul S(f) = [5(f)| ( ) a fazovy posun a( f)
( ) definované (5.24), f € R.
ODbe tyto alternativy nesou o signalu s(t).
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nazyvame:
Bud komplexni funkci frekvence §( f) definovanou (5.21), f € R;
. nebo jeji modul S(f) = [5(f)| ( ) a fazovy posun a( f)
( ) definované (5.24), f € R.
ODbe tyto alternativy nesou o signalu s(t).

V nékterych aplikacich nds zajima hlavné modul S( f) nebo jeho kvadrat

P(f)=8(f?  feR (5.26)
nazyvany (two-sided power spectral den-
sity). Cast&ji se pouziva (one-sided power
spectral density)

PSD(f) = S(f)* +S(=f)?,  f=0 (5.27)

Pokud nebude feceno jinak, budeme pouzivat jednostrannou vykonovou spektralni
hustotu PSD( f). Diky symetriim FT pro redlné signély 1ze ve vSech spektrech omezit
na f > 0, a plati PSD(f) = 25(f)>.

Vyraz PSD(f)df udéva, ,jak mnoho vykonu‘ signdlu je lokalizovdno do frekvenc-
niho intervalu (f, f + df).
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5.2.1. Zakladni vlastnosti FT

V nésledujicim textu budeme transformacni par mezi signdlem v ¢asové doméné s(t)
Y - s X A % FT A
a frekvenéni doméné §( f) oznacovat s(t) <= 5(f).

Linearita Je-li s1(t) <= 31(f), so(t) <= 52(f), pak
0131(15) + CQSQ(t) <F——T> 61§1<f) + 02§Q(f) (5.28)

pro libovolné konstanty c;, co € C. Diikaz: plyne z linearity (5.21). Linearita
je dilezitou vlastnosti Fourierovy transformace.
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5.2.1. Zakladni vlastnosti FT

V nésledujicim textu budeme transformacni par mezi signdlem v ¢asové doméné s(t)
Y - s X A % FT A
a frekvenéni doméné §( f) oznacovat s(t) <= 5(f).

Linearita Je-li s1(t) <= 31(f), so(t) <= 52(f), pak
0181(15) + CQSQ(t) <F——T> 61§1<f) + 02§Q(f) (5.28)

pro libovolné konstanty c;, co € C. Diikaz: plyne z linearity (5.21). Linearita
je dilezitou vlastnosti Fourierovy transformace.

Zména méritka casu (time scaling)
s(at) <= |a|7'5(f/a),  a #0 (5.29)

Dikaz: substituci at = ¢’ v (5.21). Formule (5.29) fikd, Ze dojde-li ke ,,zhu-
§ténf* signalu (a > 1), jeho spektrum se roztdhne koeficientem a~! (viechny
frekvence se vyndsobi koeficientem a~! < 1), pfi¢emZ se stejnym koeficien-
tem snizi, a obracené (viz obrazek 1).
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Zména méritka frekvence (frequency scaling)
N FT -1
s(af) <= la|”"s(t/a), a#0 (5.30)

Dikaz: analogicky jako (5.29). Interpretace formule (5.30) je analogickd jako
formule (5.29) pro zménu méfitka Casu (viz obrazek 1).

B Dokazte viastnosti (5.28), (5.29) a (5.30).
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Zména méritka frekvence (frequency scaling)
N FT -1
s(af) <= la|”"s(t/a), a#0 (5.30)

Dikaz: analogicky jako (5.29). Interpretace formule (5.30) je analogickd jako
formule (5.29) pro zménu méfitka Casu (viz obrazek 1).

B Dokazte viastnosti (5.28), (5.29) a (5.30).
Posun v case (time shifting)
s(t — to) <= §(f)e?mfto (5.31)

Dikaz: substituci t — tg = t' v (5.21). Formule (5.31) fika, Ze pfi posunuti
signalu o t doprava se spektrum vynasobi komplexni jednotkou e*™i/*0 takze

modul S(f) = |5(f)| ztistdvd nezménén. Posun v Case ilustruje obrizek 3.
Diusledkem (5.31) a linearity (5.28) je vztah

L[s(t — to) + s(t + to)] <= 5(f) cos(2n fto) (5.32)
pouzity pri konstrukci obrazku 2.
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Posun ve frekvenci (modulaéni véta, frequency shifting)

8(f — fo) <= s(t)e~Zrifot (5.33)

Dikaz: substituci f — fo = f’ v (5.21). Pfi frekvenénim posunu Fourie-

rova obrazu §(f) zastdva modul signdlu |s(¢)| nezménén. Dusledkem (5.33)
a linearity (5.28) je vztah

LI8(f = fo) + 8(f + fo)] <= s(t) cos(2m fot) . (5.34)

Je-li tedy s(t) = 1, mdme pro FourierGiv obraz kosinu sudy pdr ,,polovi¢nich*
d-funkci (viz obrazek 2).
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Posun ve frekvenci (modulaéni véta, frequency shifting)
8(f — fo) <= s(t)e 2ot (5.33)
Dikaz: substituci f — fo = f’ v (5.21). Pfi frekvenénim posunu Fourie-

rova obrazu §(f) zastdva modul signdlu |s(¢)| nezménén. Dusledkem (5.33)
a linearity (5.28) je vztah

LI8(f = fo) + 8(f + fo)] <= s(t) cos(2m fot) . (5.34)

Je-li tedy s(t) = 1, mdme pro FourierGiv obraz kosinu sudy pdr ,,polovi¢nich*
d-funkci (viz obrazek 2).

Dualita Fourierovy transformace Aplikujeme-li na signdl s(¢) formélné FT (leva
¢ast 5.21) dvakrdt po sob&, dostaneme s(—t).
Dtikaz: plyne ihned z (5.21).

B Dokate vlastnosti (5.31), (5.33) a dualitu,
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06
1 8(1) FT

04

s(1)
5

05

1 FT

s(1)
s(f)

05

an 0 w2 -3 -2 -ln 0 744 2 3

1 FT

(1)

12 0 2 v L . . -6/t -5/t-dit -3/t -2/t-1/t 0 1/t 2t 31t 4/t Sl 6t
(pokracovdni na dalst strané. . . ;
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(... dokonceni z predchozi strany)

1
1.5 0.8
0.6

1 FT =
S S o4
05 02
0
0 -0.2

2 0 T2 -12/t -8/t-6/t-4/t-2/t 0 2/t 4/t 6/t 8/t 12/t
' f
2
1
1.5 0.8
0.6 &

1 FT =
g < S
05 0.2
0
O e -0.2

0 0

Obrazek 1: nustrace zmény méfitka asu a frekvence. V levém sloupci je ¢asovy pribéh signdlu (Casova
doména), v pravém sloupci jeho Fourieriiv obraz (frekveneni doména). Cty¥i horni pary obsahuji redlny sudy
obdélnikovy signl, jehoZ sou¢in A7 amplitudy A a délky trvani 7 je konstantni. Fourierdv obraz je podle tabulky
na str. 160 také redlny a sudy a je roven §(f) = A7 sinc(n7 f) (definice sinc viz (5.44)) o maximu rovném A7. Pfi
roztazeni v ¢asové doméné se Fourierav obraz ,stla¢uje” a naopak; v limité, kdy signél v asové doméné piejde na
6-funkci, bude jeho Fourierv obraz konstantn{ funkci (viz prvni par). Vyjimkou je posledni par, kdy neni zachovana
konstantnost A7, misto toho A = 1 a 7 — oo. Fourierovym obrazem konstantniho signélu je §-funkce.
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05

05

a(n FT =
0
t
S(r+1)/2 S(t-10)/2 FT -
lp 0 1y
‘
S(t+19)2 (-2 FT -
I 0 1 v s X7 e
’ ) ’ (pokracovdni na dalsi strané. . .
Lo

Zaklady pocitacové fyziky

0.8

0.6

04
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f

LAy T Bl VAL S 974
f
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(... dokonceni z predchozi strany)

1 S(t+10)2 S(t-1)/2 FT

s(1)
s(f)

0.5

D3liy -1SM1y Tit, VA1, O, 1T 2501
f

FT

(1)
5

05

T2 g2 02 12 T e I IV

Obrazek 2: nustrace posunu v Case. V levém sloupci je ¢asovy pribéh signalu (Casovd doména), v pravém
sloupci jeho Fourieriiv obraz (frekvenéni doména). Ctyii horni pary ukazuji ,rozitépent* d-funkce na sudy par
,polovicnich* §-funkci s postupné vzristajici odlehlosti 2tg, cemuZ podle formule (5.32) odpovida Fourieriv obraz
3(f) cos(27 fto) s postupn& vzriistajici ,,frekvenci to. V poslednim fadku je obdélnikovy impuls z druhého fadku
obrazku | ,rozstépeny* na sudy par ,,polovi¢nich impulst, ¢emuZ podle formule (5.32) odpovidd Fouriertiv obraz
ptivodniho impulsu (obalova kiivka) ndsobeny faktorem 3(f) cos(27 fto).
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Limitni vlastnosti Je-li signdl s(¢) absolutn& integrovatelny na celém R

/ ()] dt < oo (5.35)
potom
fgr:iloo 5(f) =0, resp. fll)IjI:loo S(f)=0 (5.36)

Tuto vlastnost budeme v dal$im predpoklddat. Dikaz viz napt. [Rektorys,
1995]. Trividlni dasledek (5.35): také , liin s(t) = 0.
—oo
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Limitni vlastnosti Je-li signdl s(¢) absolutn& integrovatelny na celém R

/ ()] dt < oo (5.35)
potom
fgr:iloo 5(f) =0, resp. fEI:II:loo S(f)=0 (5.36)

Tuto vlastnost budeme v dal$im predpoklddat. Dikaz viz napt. [Rektorys,
1995]. Trividlni dasledek (5.35): také , liin s(t) = 0.
— 00

Signdl, jehoz spektrum splituje $(f) = 0 (S(f) = 0) pro Vf > f., se nazyva
(bandwidth limited). Takovy signdl zjevné

splituje (5.36) a ma zdasadni vyznam pro vzorkovani.
S(f)

- f ;mu f 'max f
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Derivace originalu
d
750 <= —2mifs(f) (5.37)

Dtikaz: integraci per partes s vyuZitim disledku absolutni integrovatelnosti
s(t)
oo
/ ()] dt < oo (5.38)
—00
Derivace obrazu

omits(t) <= dz(tf )

(5.39)

Duikaz: integraci per partes s vyuZzitim limitn{ vlastnosti obrazu pfi absolutni
integrovatelnosti s(t).

B Ovtte viastnosti (5.37), (5.39).
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Integrace originalu Je-li o(¢) primitivni funkce k s(t)

pak

1
o(t) <= —

2mif

Diikaz: plyne z derivace originélu (5.37), kde poloZime ¢’ = s.

5(f) (5.40)

Integrace obrazu Je-li ¥( f) primitivni funkce k §(f)

pak
1 FT

Diikaz: plyne z derivace obrazu (5.39), kde poloZime X' = &.

E Ovéite viastnosti (5.40) a (5.41).
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Symetrie Fourierovy transformace

Zaklady pocitacové fyziky

Ma-li signdl s(t) urcitou vlastnost symetrie, odrazi se to v symetrii jeho Fourierova
obrazu 5( f). Nasledujici tabulka podéava piehled zdkladnich symetrii.

Signal s(t) Fourierovo sp. §(f) Ampl. sp. S(f) | Fazové sp. a(f) PSD(f)
liché:
imag: s(t) = —s(t) | $(—f) =—3(f)* | SN =5() | a(—f) =7 — a(f) 25(f)
sudf: s(—t) = s(t) | sudé 3(—f) = 5(f) | S(—f) = S(f) | sudé a(—f) = a(f) 25(f)2
lichy: s(—t) = —s(t) | lich:8(=f) = =3(f) | S(=f) = S(f) | (=f) =7+ a(f) 25(f)?
redlny a lichy imagin. a liché S(=)=8(f) | a(f) = —a(—f) =+r/2 | 25(f)?
imagin. a sudy imagin. a sudé S(=f)=8S(f) | a(=f)=a(f) =xr/2 25(f)
imagin. a lichy redlné a liché S(=f)=8(f) | a(f)=0,7 25(f)2
a(ff) =, 0

Amplitudové spektrum je ve vSech téchto specidlnich piipadech sudé — viz obra-
zek u definice bandwidth limited. Pro ndzornou ilustraci se zvlasté hodi signdly ze

zdtraznénych radki.

E Ovérte symetrie Fourierovy transformace s pouzitim (5.21), (5.22), (5.23) a (5.24).
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Parsevaluv teorém fik4, Ze (anglicky ) signélu
S5 |s(t)[* dt 1ze pocitat analogicky i ve frekventni doméné se stejnym
vysledkem:
oo oo
/ [s(£)]” dt =/ [5(F)Fdf- (5.42)
—0o0 —0o0

E Ovérte Parsevaltuv teorém (5.42).
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5.2.2. Elementérni Fourierovy transformace

V této sekci aZ na vyjimky s vyhodou vyuZijeme faktu, Ze Fourierova transformace
redlného sudého signdlu je rovnéZ redlnd a suda.
FT obdélnikového pulsu a jeji limitni pripady Transformace redlného sudého ob-

délnikového pulsu je zndzornéna tfemi prostfednimi transformacnimi pary na
obrézku 1. Sudy obdélnikovy puls s(t) vysky A a $itky 7 md Fouriertiv obraz

S(f) = Arsine(n7 f), (5.43)
kde ‘sinus cardinalis’ sinc je definovan jako
i 0
sincz — 4 /e prow £ 0, (5.44)
1 prox =0.

Je-li puls posunut o ¢y # 0, pozbude signal sudosti a podle vztahu pro ¢asovy
posun (5.31) bude Fouriertiv obraz roven

5(f) = Arsinc(rr f) e/t (5.45)
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Modulus pfitom S(f) zlstane nezménén. Posun obdélnikového pulsu ilu-
struje obrazek 3. Limitni pfipady, tj. zdZeni do §-funkce a roztazeni do kon-
stantni funkce, jsou ilustrovdny na obrdzku 1. Symetrickym ,,roz$t€penim"
obdélnikového pulsu dostaneme sudy Fourierdv obraz, jak je zndzornéno na
dolnim péru obrazku 2.

Transformacni pary lze obratit; naptiklad sudy signdl v ¢asové doméné tva-
rovany podle funkce sinc (5.44) md obraz tvaru obdélnika.

FT Gaussovy funkce Transformace redlné normalizované Gaussovy funkce? se stfednf
hodnotou 0 a smérodatnou odchylkou o

1 t2
s(t) =v(t;0) = e 27, 5.46
(0)=(t:0) = 72— (5.46)
je znazornéna tfemi pary na obrazku 4. Jeji obraz je
1
5(f)=V2ra(f;6), kde &= . (5.47)
o

Je-li gaussovsky puls posunut o ¢y # 0, pozbude sudosti a podle vztahu pro
¢asovy posun (5.31) se Fouriertiv obraz vyndsobi komplexni exponencielou

2. Normalizovand Gaussova funkce ma [*_~(t;0)dt = 1.
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s(t)

05

Obrazek 3: Posuneme-li obdélnikovy
puls z prostfedniho pdru na obrdzku 1 o
to doprava (tj. zaménime-li argument ¢ za
t — ty, nahote vlevo), vyndsobi se jeho (re-
dlny a sudy) Fourierdv obraz komplexnim
faktorem e/t Vpravo nahote je redlnd
t vysledku (5.45).

s X2

¢ast, dole imaginarni ¢as

FT

Re s(f)

Im s(f)

Zaklady pocitacové fyziky

-6/t -5/t -4/t -3/t -2/t -1/t 0
f

1/t 2/t 3/t 4/t 5t 6/t

-6/t -5/t -4/t -3/t -2/t -1t 0

1/t 2/t 3/t 4/t 5/t 6/t
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1
FT
2z < S

0.2 02

76 56 36 60 6 36 56 To -llo 0 Is

' f
1 1
08 038
0.6 0.6
FT R
S S o4
0.2
o S

02 0.2

36 26 6 0 o6 20 3c s -ls 0 ls 2o

t f

(pokracovdni na dalsi strané. . . )
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(... dokonceni z predchozi strany)

! 1

08 038

06 06

FT _

S o4 S o4
02 02

02 02

156 -0 0 s 150 -4l 2o 0 s 4l

Obrazek 4: Tlustrace Fourierovy transformace Gaussovy funkce. V levém sloupci je &a-
sovy pribéh signdlu (Casovd doména), v pravém sloupci jeho FourierGv obraz (frekvenéni
doména). VSechny tfi signdly v Casové doméné obsahuji redlnou sudou normalizovanou Gaus-
sovu funkci (5.46). Fouriertiv obraz (5.47) je podle tabulky na str. 160 také redlny a sudy.
Pii ,roztaZeni* v ¢asové doméné se Fourieriv obraz ,stlatuje” a naopak. Limitni pfipady
vypadaji analogicky jako na obrdzku 4 a nejsou proto zobrazeny. Za povSimnuti stoji ab-
sence oscila¢nich laloku funkce sinc (5.44). Gaussova funkce se velice rychle bliz{ k nule a
pro Ctyfndsobek smérodatné odchylky je jiz prakticky nulovd, coZ ma dalekosdhlé praktické
upotiebeni.
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s(t)

05 |

0 -G+l 1y O+l

Obrazek 5: Posuneme-li gaussovsky puls
o tg doprava (tj. zaménime-li argument ¢ za
t — tg, nahote vlevo), vynasobi se jeho (re-
dlny a sudy) Fourierdv obraz komplexnim
faktorem e>™/*0 Vpravo nahote je redlna
¢ast, dole imagindrni ¢ast vysledku (5.45).

FT

Re s(f)

Ims(f)

Zaklady pocitacové fyziky

-l/o -112¢ 0 126 1/
f

-1/c -1/26 0 126 /o
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e?mifto p¥idemz modulus S(f) zistane nezménén. Casovy posun gaussov-
ského pulsu ilustruje obrazek 5.

Kvalitativné€ popiSte Fouriertiv obraz signédlu s pribéhem danym funkcfi sinus car-
dinalis (5.44).
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5.2.3. Konvoluce a korelace

s r signali v Casové doméné s(t) a r(t) je definovana jako

(s %7)(t) = / T st — ) dr (5.48)

—00

Konvoluce je ziejmé komutativni, s * r = 7 * s, takZe 1ze psét

(sxr)(t) = /Oo s(t—7)r(r)dr. (5.49)

—00
fikd, ze je-li 5(t) <= 3(f) ar(t) <= 7#(f), pak

(s 7)(t) <= 3(f)r(f). (5.50)

Jinymi slovy, Fourieriiv obraz konvoluce dvou signdli je roven sou¢inu Fourierovych
obrazii obou signald. Ackoli funkce 7 a s jsou z matematického hlediska v (5.48)
rovnopravné, v aplikacich obvykle jedna z nich hraje roli signdlu s a druhd roli
(anglicky ) popisujici deformaci signalu po prichodu pristrojem
(podrobnéji viz napft. [Press et al., 1997a], ndzornd demonstrace konvoluce je na
obrazku 6).
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Z vlastnosti Diracovy d-funkce plyne, Ze konvoluce libovolného signélu s Diracovou
d-funkei (5.12) dé presnou kopii signdlu; konvoluce s Diracovou §-funkei posunutou
o to, 6(t — to), dé kopii signdlu posunutou o ty. Naopak, signdl majici tvar 6-funkce
bude po konvoluci s libovolnou odezvovou funkci roven této odezvové funkci. Kon-

voluce je tak vhodnym ndstrojem pro popis (¢asové invariantnich) vlastnosti pfistroju
pro zpracovani signdlu.

Uzite¢né je

FT ~ A~
s(t)r(t) <= (8x7)(f), (5.51)
které fikd, Ze Fourierovym obrazem soucinu dvou signalli v ¢asové doméné je kon-
voluce jejich Fourierovych obrazid ve frekvenéni doméné

oo
G0 = [ sl - )i, (5.52)
—00

UZite¢nost obrdceni konvolu¢niho teorému tkvi v nésledujici aplikaci: vyfizneme-li
z dlouhotrvajiciho staciondrniho signdlu s(t) se spektrem $(f) Casové okno délky
T, je tato operace ekvivalentni nasobeni signalu s(¢) odezvovou funkei r(¢) rovnou
jedné v intervalu okna a rovnou nule jinde; spektrum takového okna odpovida (az na
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oL
Vv

IZAAN

. m

N’ t

Obrazek 6: Piiklad konvoluce dvou funkei. Signdl s(¢) je konvolvovén s ode-
zvovou funkei (). Jelikoz odezvova funkce je irSi neZ nékteré detaily v pu-
vodnim signdlu, budou tyto detaily konvoluci ,,vymyty*“. Neni-li pfitomen
Sum, proces konvoluce Ize invertovat ve formé dekonvoluce. Obrazek je pre-
vzat z [Press et al., 1997a].
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nasobeni komplexni exponencielou z (5.31)) funkci (5.43). Podle (5.51) je Fouriertv
obraz tohoto souc¢inu roven konvoluci spektra pavodniho signdlu a funkce (5.43). Je-li
napf. pivodni spektrum tvofeno tizkymi piky podobné jako spektrum na obrazku (a)
na stran¢ 139, budou — jak plyne z vlastnosti (5.16) Diracovy d-funkce — tzké
piky ptivodniho spektra nahrazeny funkcemi (5.43), a to tim Sir§imi, ¢im uZzs{i bude
vyfiznuté okno. Tuto skutecnost ilustruji grafy (b)—(f) na strané¢ 139. Nahradime-li
obdélnikové okno jinym, napf. gaussovskym (5.46), odpadnou oscilacni laloky (5.43),
avsak rozsifeni ptivodné tzkych pikt zlstane zachovano.

Urcime-li spektrum pro cely, dostatecné dlouho trvajici signél, dostaneme maximum
informace o obsazenych frekvencich, ale nebudeme mit Zadnou informaci o tom,

se tyto frekvence vyskytly. Aplikujeme-li Fourierovu transformaci,’
jejiz princip byl popsan v predchozim odstavci, budeme mit k dispozici informaci
o lokalizaci, ale ztratime pfesnost informace o frekvenci. To je opét projev principu
neurcitosti (5.10).

3. Také nazyvanou
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Uvedené skute¢nosti maji dalekosahlé diisledky pro analyzu signdlu. Fourierova spek-
tralnf analyza je vhodna pro ,jejichz charakter je Casove invariantni.
Maiéme-li co do ¢inéni s a Casove lokalizovanymi ptechod-
nymi jevy, je vhodné pouzit metod waveletové analyzy, jejiz zdkladni ideje popisuje
Kapitola 6.

dvou signdlu s (t) a s2(t) je definovana jako

Corr(s1, s2)(t) = / s1(T +t)sa(r)dr. (5.53)
Korelace je funkci (anglicky lag) t. fikd, 7e je-li 51 (1) <=
§1(f) a Sg(t) <2> §2(f), pak

Corr(sy, s2)(t) <= 31(f)d2(—f), (5.54)

resp. pro redlné signaly
Corr(s1, 52)(t) <= 31(f)32(f)*. (5.55)

Jinymi slovy, Fouriertiv obraz korelace dvou redlnych signdld je roven soucinu jejich
Fourierovych obrazi, pficemz druhy bereme komplexné sdruzeny.
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Korelace signdlu se sebou samotnym se nazyva a plati pro ni (je-li signal
redlny)
Corr(s, s)(t) <= |5(f)%. (5.56)

E Popiste, jak néktera zafizeni (zesilova¢, magnetofon, dalekohled) zkresluji signal,
a uvedte kvalitativné jejich responsni funkce.
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5.2.4. Fourierova transformace ve dvou a vice dimenzich

Fouriertiv obraz dvourozmérného signélu s(z,y) (typicky se jedna o spojitou formu
obrazovych dat) mizeme definovat pfimocare na zaklad€ (5.21) jako

5(fe, fy) = // s(x,y)e%i(f”Jrfyy) dady JLILN

s(z,y) = //OO .§(fx,fy)e—2ﬂi(fxr+fyy> df.df, . (5.57)

Analogicky FourierGiv obraz trojrozmérného signdlu s(z,y, z) je

oSy o) = / / / s(2,y, 2) UV Qpdydz &
s(z,y,2) = / / / 8(fu, [y fo) e 2mUeatluvtlo2) q 1, d f,d f, (5.58)

Vsechny vlastnosti shrnuté v sekcich 5.2.1 a 5.2.3 se snadno daji zobecnit na dvou-
rozmérnou a trojrozmérnou Fourierovou transformaci (5.57) a (5.58).

Podobné bychom mohli definovat vicerozmérnou Fourierovu transformaci. To je opét
pfimocard technickd zdleZitost a zde ji vynechdme.
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5.3. Diskrétni a rychla Fourierova transformace

5.3.1. Diskretizace ¢asova a amplitudova
Digitalizace analogového signalu digitalizovat znamena

. jednak provést neboli (anglicky ),
tj. urCit hodnoty signalu s(t) v diskrétnich, obvykle ekvidistantnich, asovych
intervalech [Press et al., 1997a],

sp=s(nA), n=...—-3,-2,-1,0,1,2,3,..., (5.59)

jak je zndzornéno na obrazku 7,

° jednak provést diskretizaci hodnot s, tj. reprezentovat je vhodnym datovym
typem, napt. desetinnymi Cisly s plovouci teckou v jednoduché piesnosti,
dvoubajtovymi neznaménkovymi celymi ¢isly apod. Této diskretizaci se fika

nebo a déle se ji nebudeme zabyvat.
Casovd odlehlost sousednich vzorki A se nazyvé , jeji pfevracend
hodnota feamp = 1/A se nazyva (anglicky ).

U vicerozmérného signilu budeme mit odpovidajici pocet vzorkovacich intervalt a
vzorkovacich frekvenci.
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s(t) s
y

BEAERVARTENNS & Y. \/

Obrazek 7: Ilustrace vzorkovani a-
nalogového signalu s(t). Je-li Ny-
quistova kritickd frekvence signélu
(5.60) vétsi nez maximalni frekvence
fmax ObsaZend ve spektru (obrazek na
strané 157), 1ze zhodnot s,, signél zre-
konstruovat.

Obrézek 8: Ilustrace vzniku aliasu na
stejném signdlu jako na obrazku 7.
Vzhledem k podvzorkovéani (nespl-
néni Shannonovy podminky (5.61))
je signdl rekonstruovany ze vzorki
zcela odli$ny od origindlniho signdlu.
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5.3.2. Shannonuv vzorkovaci teorém a alias

Diskretizujeme-li signdl vzorkovacim intervalem A, hraje klicovou roli

1 1
fo=g5x = 5 samp - (5.60)
Ma-li spojity signdl s(t) vzorkovany frekvenci feump omezenou $ifku pasma s maxi-
malni frekvenci fax (viz obrazek na strané 157) a plati-li 4
Jmax < fe, (5.61)
nebo ekvivalentné
fsamp > 2 fmax , (5.62)

(4. je-li vzorkovaci frekvence vétsi nezZ dvojndsobek maximdlni frekvence obsaZené
v signdlu), pak signal s(¢) je ipIné uréen svymi vzorky s,, (podrobnosti viz napf. [Press
et al., 1997a]).

4. 'V literatufe uvadéna také jako
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Nemad-li spojity signdl s(t) omezenou §itku pdsma nebo frax > fc (8., neni-li vzor-
kovaci frekvence vice nez dvojndsobkem maximalni frekvence obsazené v signalu),
nastdvi jev zvany , kdy st spektra lezici vné intervalu (— f., fc) je mapovéana
dovnitf tohoto intervalu. Alias — coz je v podstaté disledek podvzorkovani — je
vSeobecné zndmy jev; staci pfipomenout zddnlivé ,,stojict nebo ,,pomalu a v opac-
ném smeéru se otacejici kola auta pozorovand pii vybojkovém poulicnim osvétlent,
leteckd vrtule ve filmu ¢i televizi apod., viz obrdzek 8.

5.3.3. Diskrétni Fourierova transformace

Uvazujme konecny signdl s NV vzorky. (DFT) da

na vystupu ziejmé pravé N nezdvislych hodnot. Misto spojitého Fourierova obrazu

5(f) naintervalu (— f?\,’ fe) proto hlec}e’fme diskrétni hodnoty
n

fn= —x n=-— 50,0

N (5.63)

2 PIEIEY ) 5 .
Ve vztahu (5.63) mame celkem N + 1 hodnot; ukazuje se, Ze hodnoty v extrém-
nich frekvencich f_x/5 a fi/2 jsou stejné, takZe ve skutecnosti dostdvame jen N

nezavislych hodnot pron = —N/2+1,...,0,...,N/2.
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Aproximujeme-li prvni integrél (5.21) diskrétni sumou v diskrétnich frekvencich (5.63),
obdrzime diskrétni Fourierovtjlv tr:imsformaci N vzorku sy, [Press et al., 1997a]

$(fn) = DSy, kde 5, =) spemR/N, (5.64)
k=0
V sumé (5.64) mizeme misto n = —N/2 + 1,...,0,..., N/2 s¢itat pfes n =

0,...,N —1, protoZe (5.64) je periodicky s periodou N. Nulova frekvence odpovida
n = 0, kladné frekvence 0 < f < f. odpovidaji hodnotdim 1 < n < N/2 — 1,
zéporné frekvence —f. < f < 0 odpovidaji hodnotdim N/2 +1 < n < N — 1.
Hodnota n = N/2 pak odpovidé jak f = f., tak f = — f..

Diskrétni Fourierova transformace (5.64) ma tytéZ vlastnosti symetrie jako spojita;
sta¢i v tabulce na str. 160 nahradit s(t) — sg, $(f) — $p, S(—f) — Sn—n, a pojmy
sudy* resp. ,lichy* odkazuji na stejné resp. opacné znaménko ve vzorcich s indexy
kaN —k.

Inverzni diskrétni Fourierova transformace m4é tvar (pov§imnéme si normaliza¢niho
koeficientu 1/N)

s, = NIV g, e 2mikn/N (5.65)
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5.3.4. Rychly algoritmus Fourierovy transformace (FFT)

Z prepisu formule (5.64) do maticového tvaru

§0 1 1 1 e 1 SO
$ 1wt w2 ... Wil s1
S =1 w2 owt . WD s2 |, (5.66)
§N—1 1 WN—l W?(N—l) W(N—l)(N—l) SN_1
N’
vystup w vstup

kde W = e2™/N je vidét, Ze sloupcovy vektor s; je ndsoben matici W elementd

W™k, Toto maticové nasobent, které vytvéti sloupcovy vektor 3, zahrnuje O(N?)
nasobeni v plovouci desetinné tecce.

Ackoli existuje vice optimalizovanych schémat, jak vypocet (5.64) urychlit, uvedeme
jedno z nich, tzv. pochdzejici z r. 1942. Pocet
vzorkd N v Danielsonové-Lanczosové algoritmu je sice omezen na celo¢iselné moc-
niny 2, ale princip metody je velmi jednoduchy a univerzalni.

Zaklady pocitacové fyziky
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Naznac¢ime zde podstatu algoritmu. Diskrétni Fourierova transformace posloupnosti
vzorkl o délce N muze byt rozepsdna jako suma dvou DFT o délkach N/2, jedné
zformované ze sudych vzorki, druhé z lichych vzorkd. Tento postup aplikujeme
rekurzivné, tj. postupujeme k DFT o délkach N/4, N/8, ... Nyni je jasné, pro¢
algoritmus funguje jen pro N = 2™ pak totiZ po uréitém poétu ,rozpileni (rovnému
binarnimu logaritmu V') dosp&jeme k DFT o délce 1, coZ je identita! Staci tedy najit
(vzdjemné jednoznacnou) korespondenci mezi témito ,,DFT délky 1“ a pivodnimi
vzorky si. Ukazuje se, Ze pfepermutujeme-li pivodni potfadi s; v bitové reverznim
potadi (tj. index vyjadifme ve dvojkové soustavé a pfevratime poradi bitd.), dostaneme
potiebnou korespondenci.

Nyni miZzeme cely postup obrétit: nejprve provést ,,zpfehazeni* piivodniho pofadi sy,
v bitové reverznim poradi (Ize provést velmi rychle), ¢imZ dostaneme N trividlnich
DFT o délkich 1, a z nich poté konstruujeme DFT délky 2,4, 8, ..., aZ dosp&jeme
k celkové DFT signalu délky N. Protoze v kazdém z log, N ,plleni provadime
O(N) ndsobeni, obsahuje cely proces O(N logy N) ndsobeni v plovouci desetinné
teCce. Tento algoritmus se nazyva (anglicky

).
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To je oproti ,,maticové™ aritmetice (5.66) urychleni faktorem O(N/ logy N). Méame-li
napt. N = 10° (okolo 20 s hudby), je faktor urychleni fadu 10%. Kdyby DFT poéitand
FFT algoritmem trvala zhruba nékolik sekund, zabral by vypocet pomoci pivodn{
maticové podoby (5.66) zhruba jeden den!
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5.3.5. Diskrétni konvoluce a korelace

Diskrétni verze vztahu (5.49) pro odezvovou funkci nenulovou pouze v rozmezi
vzorkl —M /2 < k < M /2 pro M dostate¢né velké sudé celé &islo,” je

(55 7)5 = o2y o S5k Tk (5.67)

s ¥ 2

Zpisob osetfeni ¢asti odezvové funkce pro zaporny Cas objasniuje obrazek 9. Diskrétn{
konvolu¢ni teorém pak fika: je-li vzorkovany signdl s; periodicky s periodou N,
takZe je Gplné popsdn N vzorky sg, s1, . .., sn—1, pak DFT jeho diskrétni konvoluce
s odezvovou funkci r; o délce NV je rovna soucinu DFT signdlu 5,, a odezvové funkce
71, Neboli

N/2

FT A A
ke N/241 55—k Tk == SnTn - (5.68)

Hodnoty r pro k = 0,..., N — 1 jsou tytéZ jakopro k = —N/2+ 1,...,N/2, ale
v cyklicky pretoceném potadi, jak je popsdno v odstavci za vztahem (5.64).

5. Protakovou odezvovou funkci se pouziva oznaceni (finite impulse response). V prak-
tickych aplikacich vystadime s odezvovymi funkcemi typu FIR, bud proto, Ze mdme do do
¢inénf s funkei tohoto typu, nebo jimi skute¢nou odezvovou funkci aproximujeme.
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o

F %

i IIIHIIHN

111 '

(r%s);
o i

Obrézek 9: Piiklad konvoluce dvou diskrétné vzorkovanych funkci. Signal s;
je konvolvovén s odezvovou funkci r;. Pro zdporny Cas je odezvova funkce
cyklicky pfetocena na pravy konec pole r;. Obrdzek je pfevzat z [Press et al.,
1997a].
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Problém diskrepance mezi sum v (5.67) a v (5.68) se vyfesi snadno — témét vzdy
méame odezvovou funkci mnohem krat$i neZ vlastni signdl, takZe ji M miZeme
dodefinovat na plnou délku N nulami. ObtiZnéjsi je problém splnéni periodicity
signdlu skute¢nymi daty. Podrobny rozbor (viz napt. [Press et al., 1997a]) ukazuje,
7Ze staci doplnit na jeden konec dat ,,nulovou vycpavku“ o délce rovné vétSimu z Cisel
vyjadfujicich trvani odezvové funkce v kladném ¢i zdporném case. Pro symetrickou
odezvovou funkci prosté na konec signalu pfiddme M /2 nul.

Diskrétni forma korelace (5.53) md pro vzorkované signdly s;, v;, periodické s peri-
odou N, tvar

z
L

Corr(s,v); = Sjtk Uk - (5.69)
0

£
I

. Lo 2 N z L1 £t 2 N I . FT & FT A
Diskrétni korelacni teorém pro redln€ signély fikd, Ze jsou-li s; <= § av; < U,
transformacni péry, pak

Corr(s,v); EEN SE0F . (5.70)
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Osetreni koncovych efektli ukazuje, Ze pro prodlevu (lag) mezi signdly definovanou
za rovnici (5.53) zahrnujici £ K vzorkd je tfeba na konec obou signald alespori K
nul.

Jak konvoluce, tak korelace, pocitané podle levych stran vztaht (5.68) a (5.70),
potiebuji O(N?) ndsobeni v plovouci desetinné teéce, zatimco jejich pravé strany
jich potiebuji pouze O(N). Fourierova transformace mezi obéma doménami vyza-
duje O(N log, N), takze vypocet konvoluce nebo korelace nepiimo pres nasobeni

Fourierovych obrazi je vypocetné efektivnéjsi fadové stejnym faktorem, jako rychla
Fourierova transformace vici maticové formé& DFT (viz konec sekce 5.3.4).

! L L L L L L 4 ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec




188/263 Zaklady pogitadové fyziky

5.3.6. FFT ve dvou a vice dimenzich

Podobné jako v prfipadé spojité dvou nebo vicerozmérné Fourierovy transformace
(sekce 5.2.4), také DFT miZe byt pfimocafe zobecnéna na dvé a tfi dimenze (vice
dimenzemi se nebudeme zabyvat). Mdme-li komplexni signdl si, x, definovany na
dvourozmérné miizce 0 < ky < N; — 1,0 < kg < Ny — 1, definujeme dvourozmér-
nou DFT jako

No—1Npj—1

§n17n2 — Z Z SkLkQ eQﬂ'lklnl/Nl eZ7r1k2n2/N2 , (571)
ko=0 k1=0

mdame-li komplexni signal si, r, r, definovany na trojrozmérné miizce 0 < k; <
N1 —1,0< ks <Ny —1,0 < k3 < N3 — 1, definujeme trojrozmérnou DFT jako

N3—1Na—1N1—1 (

~ 27
Sni,ng,ng = E E E : Ski,ko k3 ©

k3=0 k2=0 k1=0

1m1 | kong k3"3)
Ny + No + N3

(5.72)
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Pro vypocet dvou- a trojdimenziondlni diskrétni Fourierovy transformace (5.71)
a (5.72) 1ze zobecnit rychly Danielsoniv—Lanczostiv algoritmus popsany v predeslé
sekci (5.3.4). Inverzni transformaci dostaneme zaménou s za S, zménou znamének
v exponencieldch a ndsobenim normalizaénim faktorem 1/N;Na resp. 1/N1NaN3
analogicky jako v (5.65).

Existuji knihovny numerickych rutin pro vypocet jednodimenziondlni a vicedimenzi-
ondlni diskrétni Fourierovy transformace [Frigo a Johnson, 0000, Press et al., 1997a],
vCetné jejich variant, jako napf. sinova transformace, kosinova transformace apod.
(viz [Press et al., 1997a)).
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5.4. Filtrovani ve frekvencni doméné

Na zavér ilustrujme pouziti fourierovské spektrdlni metody na jednoduchém piikladé
filtrovani signalu za ic¢elem odstranéni kontaminace v ném obsazené. Pro tento zdmér
byly sestrojeny dva testovaci signdly; jeden nespojity a druhy hladky (viz obrazek 10).
Tyto testovaci signaly byly podrobeny umélé kontaminaci dvojitho druhu — v prv-
nim piipadé se jednd o tzkopdsmovou kontaminaci, tj. kontaminaci, jejiZ spektrum
zasahuje jen uzky rozsah frekvenci, ve druhém pripad€ se jedna o Sirokopasmovou
kontaminaci, jejiz spektrum zasahuje podstatnou ¢ast spektra ptivodniho signdlu.
Konkrétn€ byl v roli izkopdsmové kontaminace pouzit sinusovy signdl o frekvenci
100 Hz, v roli Sirokopdsmové kontaminace byl pouZit , tj. Sum, jehoZ spek-
trum je (pfiblizn€) je frekvenci nezdvislé, a jsou v ném rovnomérné zastoupeny
vSechny frekvence az do poloviny vzorkovaci frekvence.®

Pro oba signdly a jejich kontaminované verze byly sestrojeny tzv.
( , viz obrazek 11).

6. Pro umélou kontaminaci byl pouZit program noisify z kolekce [Hledik, 2007], jenZ pro
kontaminaci bilym Sumem vyuZiva generdtoru ndhodnych cisel.

! L L L L L L L ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec




191/263 Zaklady pocitacové fyziky

(0) 512 samples 10 ) 512 samples 1024

m

0

04 -04

0

04 -04

0

)
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Obrazek 10: Testovaci signdly a jejich kontaminace. Ve viech ptipadech maji délku trvéni
1sajsouvzorkovanyna N = 1024 vzorki. V levém sloupci je nespojity ,,obdéIlnikovy* signdl,
v pravém sloupci spojity hladky signdl. Nahote jsou signdly zobrazeny v €isté podob¢, v pro-
sttedni fadé jsou kontaminovany tzkopdsmovym signdlem (sinusovym o kmitoctu 100 Hz),
v dolnf fadé jsou kontaminovany bilym Sumem. Odstup sumdarniho signélu od kontaminace
je v obou piipadech SNR = 15dB (4. signdlovy vykon je 10'°/10 = 31.6 x v&tsi nez
kontaminacni vykon).
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Obrazek 11: Odhad vykonové spektralni hustoty nespojitého (vlevo) a hladkého signalu
(vpravo). Sitka Welchova okna [Press et al., 1997a] s 50% piekryvem je 128 vzorkii. Nepfe-
rusovanou ¢arou je vyznacena PSD piivodniho, nekontaminovaného signalu (horni dvojice
na obrazku 10). TeCkované je vyznacena PSD signédlu kontaminovaného tizkopasmovym ru-
Senim (prostiedni dvojice na obrazku 10), jez se od PSD nekontaminovaného signalu lis{
pikem v okoli kmito&tu 100 Hz. Cerchovang je vyznatena PSD signlu kontaminovaného
Sirokopasmovym rusenim (dolni dvojice na obrazku 10), jeZ se od PSD nekontaminovaného
signdlu 1i8f téméf v celém frekvencnim rozsahu.
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Odhad PSD (5.27) se ur€uje tak, Ze se provede Fourierova transformace vZdy jen
kousku signdlu (tzv. okna), at'uz obdélnikového nebo vytvarovaného do pithodnéjsiho
tvaru (obvykle blizkého Gaussové kiivce’), a PSD ze viech t&chto oken, pokryvajicich
cely signal (okna se mohou &i nemuseji vzdjemné piekryvat) se sete. Cim je okno
uzsi, tim je kfivka odhadu PSD hladsi, ale za cenu mens$iho rozliSeni, a naopak.
Podrobné o odhadu PSD viz napf. [Press et al., 1997a].

Z odhadii PSD na obrazku 11 je zfejmé, Ze potlaceni tizkopasmové kontaminace
pomoci filtrace ve frekvencni doméné neni obtizné. Postup zahrnuje tfi kroky:

1. Spoéteme Fourierovu transformaci §( f) kontaminovaného signalu s(t).

2. Vyndsobime ji (vzorek po vzorku) filtraéni funkei @ ( f) sestrojenou na zékladé
odhadu PSD kontaminovaného signélu. V tomto konkrétnim ptipadé bude mit
filtra¢ni funkce tvar tzv. , tj. bude rovna jedné pro vSechny

frekvence az na uzké frekvenéni pdsmo, v némz se vyskytuje kontaminace.
Filtra¢ni funkci je vhodné volit dostatecné hladkou, opét z diivodi, jenz byly
ozfejmeny v sekci 5.2.3. Filtraéni funkce pouZitd pro odstranéni izkopadsmové
kontaminace naseho prikladu je zobrazena na obrdzku 12 vpravo.

3. Na prefiltrované spektrum Scjean (f) = ®(f)5(f) aplikujeme inverzni Fourie-

7. Tvar blizky Gaussové kiivce je vyhodny z divodi naznacenych v sekei 5.2.3.
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Obrazek 12: Filtry pouZité pro dekontami-

naci signali. Vpravo je zafezovy filtr cent-  —
rovany na 100 Hz, jimZ byla odstranéna tz-
kopdsmova kontaminace harmonickym sig- = | 1
nalem. Nahote vlevo (vpravo) je Wienerdv
optimdlni filtr pouzity k odstranéni Siro- = & =50 BT T e e b e
kopasmové kontaminace nespojitého (spoji-

tého) signalu.
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Obrazek 13: V horni ¥adg jsou pro srovnini zopakovéany piivodni, nekontaminované sig-
ndly z horni fady obrazku 10. Prostiedni a dolnf fada odpovidaji prostiedni a dolni fad€ na
obrizku 10 s tim rozdilem, Ze kontaminované signély byly filtrovany. Uzkopasmova kon-
taminace (prostfedni fada) byla odstranéna pomoci zafezového filtru z obrazku 12 vpravo.
Sirokopdsmova kontaminace (dolni fada) byla filtrovana pomoci Wienerovy optimélni filtrace
(viz obrazek 12 nahofe a [Press et al., 1997a]).
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rovu transformaci, ¢imz dostaneme signél Scjean (t) v Casové doméné zbaveny
kontaminace, ale bohuZzel také ¢asti odpovidajici frekvencnimu spektru lezi-
cimu ve frekvenénim padsmu kontaminace. Pravé v pripadé, kdy je toto padsmo

uzké, se timto zptisobem da dosdhnout velmi dobrych vysledki.

Pro filtraci byl vytvofen zédtezovy filtr zndzornény na obrdzku 12 vpravo. Tento filtr
odstrani ze spektra kontaminovaného signalu tizké pasmo, v némz se projevuje Uz-
kopédsmové kontaminace. Vysledek filtrace zndzornény v prostfedni fadé obrazku 13
ukazuje, Ze izkopadsmova dekontaminace je velmi uspokojiva pro hladky signal, méné
JiZ pro nespojity signdl. Pro¢ je tomu tak objasni pohled na spektra na obrazku 11.
U hladkého signdlu jsou dominantni frekvence zhruba do ~ 20 Hz, v oblasti konta-
minace okolo 100 Hz jsou piispévky do energie signalu 10%x az 10° x mensi. Proto
jejich potlaceni zafezovym filtrem z obrazku 12 vpravo ovlivni tvar ptivodniho sig-
nalu jen velmi maélo a vysledkem je téméf dokonale restaurovany signal. Nespojity

Y\ s

signdl ma vSak diky svym ostrym hrandim mnohem vyrovnanéjsi, plossi spektrum,

a aplikaci zarezového filtru se zbavime i dileZité ¢asti spektra ptivodniho signalu. To
se projevi oscilacemi v ,;rozich® signélu.
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vvvvvv

musime citlivé odstranit ¢ast spektra povaZzovanou za Sum. Obvykle to byva vyso-
kofrekvenéni ,,chvost*, takZe jsou vhodné filtry typu dolni propust. V naSem pripadé
jsme pouzili tzv. Wienerovy (optimdlni) filtrace [Press et al., 1997a]. Jeji praktické
uZiti spocivd v tom, Ze vysokofrekvencni Sumovy ,.chvost* (na obrdzku 11 konstantni
funkce N2 ~ 100 pro nespojity signdl a N? ~ 1 pro spojity signdl) se extrapoluje
doleva na zbytek odhadu spektra, pfi¢emz filtraéni funkce ®(f) se uréi jako

N2

o(f)=1- ek (5.73)

kde C? je skuteény odhad spektra.

Vysledek optimdlni filtrace pomoci filtrii z obrazku 12 nahote je zndzornén v doln{
fadé obrdzku 13. Sirokopasmova dekontaminace je vcelku uspokojiva pro hladky
signdl, avSak vysledky pro nespojity signdl jsou Spatné. Duvod je opét v tom, Ze
nespojity signdl ma mnohem plossi spektrum neZ hladky, spojity signdl — staci
pohled na obrdzek 11 a srovnédni odstupu PSD Sirokopdsmové kontaminovaného od
PSD pitivodniho ¢istého signdlu v obou piipadech.
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Pro vSechny filtrace popsané a zobrazené v této sekci byl pouZit jednotcelovy program
foufires z kolekce [Hledik, 2007].

Jiné metody odstrafiovani Sirokopdsmové kontaminace zaloZené na waveletové trans-
formaci jsou naznaceny v Kapitole 6.
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Shrnuti kapitoly: Naucili jste se dileZité numerické metodé — rychld Fourieroveé
transformaci (FFT). Nyni chdpete podstatu riznych algoritmti na ni postavenych,
jez se uplatiiuji pfi zpracovani jednorozmérného signélu (obvykle zvuku, ale obecné
jakychkoli experimentalné ziskanych jednorozmérnych signali) a dvourozmérného
signdlu (obvykle obrazovych dat).

28| Dalsi zdroje:

° Velmi pékné animace jsou dostupné na
http://www.math.muni.cz/"plch/nkpm/.

° Rozsahem prijatelnd monografie o Fourierovych fadach je napt. [Hardy a Rogo-
sinski, 1971].

° Zakladni informace o Fourierovych faddch a Fourierové transformaci jsou uvedeny
v kazdé knize o matematickych metodach ve fyzice a technice, napt. [Grega et al.,
1974].

) Matematicky korektni teorie Fourierovych fad je hezky poddna v [Schwartz, 1972,
Kap. V].
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6. Waveletova analyza

Rychly nahled kapitoly: V této kapitole bude objasnéna moderni numericka
metoda — waveletova (jinak téZ vinkova) transformace. Podobné jako u fourierov-
skych metod byly matematické zdklady waveletové transformace zndmy relativné
dlouho, avsak teprve ndstup pocitacd umoznil, aby se stala dilezitym néstrojem
matematické fyziky a analyzy signald.

Cile kapitoly:

° Pochopit motivaci pro zavedeni waveletové transformace.

° Naucit se pouzivat diskrétni waveletovou transformaci typu Daub.

° Naucit se pouZzivat diskrétni waveletovou transformaci typu Daub na filtraci

signali prahovanim.

Klicova slova kapitoly: Wavelet, DTWT; filtraéni koeficienty, daubechiovské;
vyhlazujici filtr, detailn{ filtr; decimace; momenty; DaubN; waveletové koeficienty,
koeficienty Skalovaci funkce; pyramidalni algoritmus; energie signalu, energeticka
mapa signalu, kompaktifikace energie; prah, prahovani
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6.1. Motivace

Fourierova transformace a rychld diskrétni implementace Fourierovy transformace
(FFT), jejichZ zaklady jsou probrany v Kapitole 5, patii k zdkladnim matematickym
nastrojim pro analyzu a zpracovani repeti¢nich, ¢asov€ invariantnich nebo staci-
ondrnich signdlt. Pro prechodné, nestacionarni nebo v Case proménné signdly je
Fourierova transformace vhodnd méné, coZ je podminéno piimo jeji podstatou —
bazové funkce e~2"/t z nich? Fourierova transformace (5.21) pomoci vdhovych
koeficientd $(f)df ,sestavuje signal s(t), jsou nenulové na celé redlné ose. Je-li
v signdlu pritomen pfechodovy jev omezeny na kritky Casovy usek, odpovidajici
fourierovsky obraz §(f) definovany (5.21) konverguje pomalu a je rozprostfen pies
Siroky rozsah frekvenci. Pretlumoceno v feci principu neurcitosti (5.10): ¢im je pie-
chodny jev v signdlu ¢asové omezenéjsi, tim je jeho fourierovské spektrum Sirsi.
Nelze mit signdl lokalizovany jak v ¢asové, tak ve frekvenéni doméné.
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Piirozené se proto nabizi nahradit bazové funkce e*27/* jinymi funkcemi, jeZ by

byly nenulové pouze na omezeném casovém intervalu (tzv. funkcemi s

), nebo jeZ by alespoil dostate¢né rychle konvergovaly k nule mimo urcity
omezeny interval. Takové bazové funkce by byly, na rozdil od sint a kosinti obsa-
Zenych v komplexni exponenciele e+2™/?_ Jokalizovany jak v Case, tak ve frekvenci,
nebo presnéji feceno, v charakteristické Skéle. Dalsi odliSnost od Fourierovy trans-
formace vyuZivajici jednoznacné definovanou bdzi spocivd v tom, Ze waveletovd
transformace ma k dispozici nekoneéné mnoho bazi. Zhruba se da fici, Ze rizné
waveletové baze poskytuji rizny kompromis mezi kompaktnosti ¢asové lokalizace a
hladkosti bazovych funkci. Zatimco ve Fourierové analyze jsou bazové funkce pre-
dem dény a teprve poté se zkoumaji vlastnosti transformace, ve waveletové analyze
na zdkladé poZzadovanych vlastnosti konstruujeme bazové funkce.

E Pokuste se kvalitativné zdtvodnit, pro¢ casové lokalizované signily maji Siroké
Fourierovo spektrum.
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Waveletova® analyza, jejiz zdklad (HaarGv rozklad) historicky vznikl jiz v roce
1910 [Burrus et al., 1998], se v 80. letech 20. stoleti dockala prudkého rozvoje a
prifadila se k dtlezitym néstrojim v oblasti zpracovani a analyzy signdlu, numerické
analyzy, matematického modelovani, statistiky i v dalSich védeckych a technickych
aplikacich. Od téch dob ji bylo vénovdno mnoho monografif a nespocet asopiseckych
¢lanka a bylo vyvinuta fada aplikaci ve vSech vySe zminénych oblastech.

V tomto dodatku se v zdjmu kompaktnosti inspirujeme pfistupem pouZitym v sekci 13.10
knihy [Press et al., 1997a], jenZ je jasny, pfimocary a jevi se optimalnim pro rychlé
pochopeni a aplikaci. Pro dalsi studium doporucujeme knihu [Walker, 1999], hlubsi
vhled poskytnou napft. knihy [Burrus et al., 1998, Percival a Walden, 2000].

8. Termin se do Cestiny preklada jako . Vyjadfuje skutecnost, Ze bazové funkce
jsou ,,malé” (maji omezeny nosic, jsou tedy lokalizovany v Case), a jejich stfedni hodnota je
nulovd, maji tedy ,,vInovy* charakter.
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6.2. Waveletové koeficienty typu Daub4

Podobné jako FFT je diskrétni waveletova transformace (déle )’ line4rni ope-
raci na realném vzorkovaném vstupnim signalu sy, so, . . ., sy 0 délce (poctu vzorki)
N > 2 rovné celo¢iselné mocniné dvou, jeZ pfevadi na numericky odliSny vystupni
signdl 81, 8o, ..., 5N téZe délky. V dalsim ukizeme, Ze pocet operaci ndsobeni je po-
dobné jako u rychlé Fourierovy transformace O(N log, N). Ddle budeme pozadovat,
aby DTWT byla ortogondlni a tim také invertibilni — jinymi slovy, vyjadiime DTWT

v maticovém tvaru'?
51 w1l W12 ... WIN s1
.§2 w91 W22 ... w2’N S92
= ) . ) N (6.1)
SN WN,1 WN2 ... WNN SN
vystup w vstup
9. Zkratka DTWT znamena a zduraziuje skuteCnost, Ze se

jedna o transformaci asové diskretizovaného (vzorkovaného) signdlu podobné jako FFT.
10. Skutecn€ pouZivany algoritmus, jehoZ podstata bude vysvétlena déle v sekci 6.3, se vSak
1idf od prostého maticového nasobeni s poctem operaci nasobeni O(N?).
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Budeme pozadovat, aby matice W reprezentujici transformaci byla regularni a matice
k nf inverzni byla rovna matici transponované,

w-l=wT. (6.2)

Existuje mnoho transformaci typu (6.1), waveletova transformace se zabyv4 takovymi
typy, jimZz odpovidajici baze jsou — na rozdil od sinl a kosind ve fourierovské bazi
eT2mft __Jokalizovéany v ase, jak bylo nazna¢eno v ivodu. Pro DTWT to znamend,
Ze matice W bude (v kazdém tadku a sloupci obsahovat jen ,nékolik malo*
nenulovych komponent), na rozdil od diskrétni fourierovské matice (5.66), jejiz prvky
jsou obecné nenulové vSechny.

Zavedeme nyni z praktického hlediska didleZitou tfidu waveletovych transformaci
definovanych pomoci tzv. , poprvé popsanou belgickou mate-
matickou INGRID DAUBECHIES, konkrétné typ Daub4 (Cislo 4 udava pocet filtraénich
koeficienti, jeZ budou zavedeny v nésledujicich odstavcich).
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Uvazujme Ctyfi redlnd ¢isla co, c1, c2, c3 @ matici zkonstruovanou z nich nésledujicim
zpusobem (nulové komponenty matice nejsou explicitné vypsany a jsou nahrazeny
prazdnymi pozicemi):

SN-3

SN—2

SN-1
SN

Co C1 C2 C3
Co C1 C2
Co C1

Co

C3
Co C3
C1 C2 C3

Kdybychom polozili cg
v sloupecku na levé strané rovny vstupnimu signilu ze sloupecku na pravé strané
vyhlazenému pies &tyfi sousedni vzorky.!!

C3
C2
C1

C3
C2 C3

Co C1
Co

Ccl1 =

C2
C1
€o

€2

C3
C2
&1
€o

S1
52
53
S4
(6.3)

SN-3
SN—2
SN—1

SN

c3 = i, dostali bychom vystupni signél

11. Posledni ¢tyfi fadky matice jsou cyklicky ,pfetoCeny” na zacatek, coZz znamend, Ze
vstupni signdl by mél mit periodické pocatecni podminky; to se d4 vZdy zajistit dodefinovanim
dostate¢ného poctu vzorkl na zadatku a konci signdlu nulami.
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Matice ve vztahu (6.3) reprezentuje konvolu¢niho typu (5.67), ktery
ze signélu odstrani detaily krat$i nez Ctyfi vzorky a jehoZ vystupem je vyhlazeny sig-
nal na levé strané. V piipadé vsech Ctyr koeficientii rovnych % by se jednalo o prosty
klouzavy aritmeticky primér. Kdybychom naopak vzali misto filtru definovaného
koeficienty cg, c1, c2, c3 filtr definovany koeficienty c3, —co, c1, —co (poradi koefi-
cientl je obraceno a kazdy sudy ma opac¢né znaménko), bude jeho tcinek opacny:
pro konstantni signdl dostaneme ziejmé nulovy vystup, pro ménici se signdl naopak
obecné nenulovy vystup. Takovy filtr bude ze signdlu extrahovat detaily ve smyslu
dopliikovych informaci k vystupu vyhlazenému filtrem cg, ¢y, c2, c3, budeme je proto
v dal$im nazyvat .12 Kdybychom v matici (6.3) nahradili vyhlazujici
filtr detailnim filtrem, dostali bychom ve sloupecku na levé strané detaily signalu ze
sloupecku na pravé strané.

Nyni oba popsané filtry, vyhlazujici a detailni, zkombinujeme do jediné matice za
cenu preskdlovéani vyhlazeného i detailniho signédlu na poloviéni délku.

12. V kontextu teorie zpracovani signdlu se oba filtry nazyvaji
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V matici (6.3) a v odpovidajicich pozicich vystupniho signdlu ve sloupecku na levé

2 vz

strané (6.3) Skrtneme vSechny sudé fadky (tato operace se nazyva ), auprazd-
néné fadky v matici nahradime detailnim filtrem c3, —ca, ¢1, —cg plisobicim na stejné
vzorky signdlu jako predchézejici vyhlazujici filtr, tj. vSechny Ctyfi koeficienty de-
tailnfho filtru budou leZet pfesné pod koeficienty ptedchdzejiciho vyhlazujiciho filtru.

Vysledek bude vypadat takto:

S1 Chp C1 Co C3 S1

§2 C3 —Co C1 —Cp S9

33 cp €1 C2 C3 83

84 €3 —C2 €1 —Cg 54

=: @ : . 6.4)
SN_3 cp €1 C2 €3 SN_3
SN—2 C3 —C2 C1 —Co SN—-2
SN-1 C2 C3 Co C1 SN—-1
SN €1 —Co c3 —Co SN
Fn
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Vystupem na levé strané (6.4) je vyhlazeny signdl decimovany na polovi¢ni délku
na lichych pozicich (51, 83,...,5y_3,5ny—1) a dopliiujici detailni signdl obsazeny
rovnéZ v polovi¢nim poctu vzorkil na sudych pozicich (8o, 84, ..., Sn—_2,5N).

Matice Fy v (6.4) musi spliiovat podminku ortogonality (6.2); snadno se ovefi, Ze to
nastane pravée tehdy, kdyZ filtracni koeficienty budou spliiovat dvé rovnice

cg—kc%—kc%%—cg:l,

6.5
coco + cic3 = 0. ©5)

Misto toho, abychom explicitné specifikovali hodnoty koeficientti vyhlazujiciho filtru,
jak jsme zkusmo ucinili bezprostiedné za rovnici (6.3), vyuZijeme zbylé dva stupné
volnosti naopak k urceni nejprve detailniho filtru, a teprve na jeho zdkladé filtru
vyhlazujictho. Konkrétné budeme poZadovat, aby detailni filtr c3, —co, ¢1, —cyp mél
urcité tzv. . Ma-li filtr nulovych prvnich p momentd, znamen4 to, Ze
akce filtru na signdl tvofeny polynomy nultého, prvniho, ..., (p — 1)-ho stupné dé
nulu.

! L L L L L L L ' ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec




210/263 Zaklady pogitadové fyziky

Proto budeme poZadovat prvni dva momenty detailniho filtru nulové (p = 2), ¢imz
dostaneme zbyvajici dvé rovnice:

cg—co+c1—cog=0
’ (6.6)
Ocg — 1co +2¢1 — 3¢cg = 0.
Tyto podminky znamenaji, Ze pokud je signdl konstantni nebo linedrné se ménici, je
detailni signdl extrahovany z n¢j detailnim filtrem roven nule.

Soustava Ctyf rovnic pro ¢tyfi neznamé (6.5) a (6.6) ma jednoznacné (aZ na pravolevou

reverzi) resSeni

1 3
co = + V3 = 40.48296291314453416 ,

42
3 3
cl = :\/\; = +0.83651630373780794 ,
(6.7)

3—+3
cy = J = +0.22414386804201339 ,
42
1—+3
C =
NG

= —0.12940952255126037 .
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Reseni (6.7) definuje filtr nazyvany Daub4. Po&et nulovych momentd p, a tim i pocet
filtracnich koeficienti rovny 2p lze ménit. Pro p = 1 bychom dostali dvoukoefici-
entovy filtr typu Daub2 (totozny s tzv. Haarovym—Welchovym filtrem),'* hodnoty
koeficientd pro p aZ do hodnoty 10, tj. typu Daub6, Daub8, ..., Daub20, Ize najit
napt. v [Burrus et al., 1998].

E Odvodte podminky ortogonality (6.5).

13. Podminky ortogonality (6.5) se v ptipadé Daub2 redukuji na jedinou rovnici ¢ + ¢ = 1,
podminky vymizeni momentu (6.6) se redukuji na jedinou podminku ¢; — ¢y = 0 zajistujici
vymizeni jediného (nultého) momentu, tj. vymizeni akce filtru pouze pro konstantni polynom.
Resent této soustavy je trividlni a dé (aZ na pravolevou reverzi) ¢g = —c¢; = /2 /2.

! L L L L L L L ! ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec




212/263 Zaklady pogitadové fyziky

6.3. Diskrétni waveletova transformace Daub4

Waveletova transformace typu Daub4 je definovédna hierarchickou aplikaci matice (6.4)
s filtraénimi koeficienty (6.7) na vstupni signal. Konkrétni algoritmus vypad4 nasle-
dovné:

1. Sloupecek s N vzorky vstupniho signélu si, so, ..., sy nasobime zleva or-
togondlni matici Fy o rozméru N x N z (6.4).
2. N/2koeficientd jedenkrét vyhlazeného (a decimovaného) signdlu pfeskupime

z lichych pozic na prvnich N/2 pozic, N/2 koeficienti detailniho signdlu
pieskupime ze sudych pozic na zbyvajicich N/2 pozic.

3. Na prvnich N/2 pozic obsahujicich jedenkrat vyhlazeny signél aplikujeme
ortogondlni matici Fy /5 z (6.4), avSak polovi¢niho rozméru N/2 x N/2;
zbylych N /2 koeficientl detailntho signdlu z bodu 2 podrzime beze zmény.

4. N /4 dvakrat vyhlazenych koeficientd pfeskupime na prvnich N/4 pozic, na
dalsich N /4 pozic ddme ,,detaily z jednou vyhlazeného™ signdlu, zbyvajicich
N/2 (detaild pivodniho signdlu) ztistdvd nezménénych z bodu 2.
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5. Na prvnich N/4 pozic dvakrét vyhlazeného (a decimovaného) signdlu apliku-
jeme ortogondlni matici Fy /4 7 (6.4), avSak ¢tvrtinového rozméru N /4 x N /4.
6. N /8 tiikrat vyhlazenych (a decimovanych) koeficientd pfeskupime na prvnich

N/8 pozic, na dalsich N/8 pozic dime ,detaily z dvakrit vyhlazeného*
signdlu, zbyvajicich N/4 pozic (detailt jednou vyhlazeného signélu) a N /2
pozic (detailii piivodniho signédlu) zdstivd nezménénych z bodi 2 a 4.

7. Tuto proceduru opakujeme dokud nedostaneme trividlni pocet (obvykle 2
nebo 1) koeficientl ,,vyhlazeného z vyhlazeného . ..z vyhlazeného signalu.

Popsand procedura se nazyvd [Press et al., 1997a]. Nyn{ je
ziejmé, pro¢ je nutné, aby vstupni signal byl vzorkovéan na pocet vzorkii N = 2M
kde M € N. Zarovei je jasny pocet operaci O(N logy N): v kazdém stupni pyra-
middlniho algoritmu provedeme O(N) ndsobeni, pficemz pocet stupiiti pyramidy je
O(logy N). Pyramidalni algoritmus je pro délku signdlu N = 16 nazorné demonstro-
van diagramem zn4zornénym na obrazku 14.
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Ortogondlni matice Fy/, Fny/4, Fnys, - -, Fa postupné redukované na polovinu a
vystupujici v pyramidalnim algoritmu Ize chipat jako submatice umisténé v levém
hornim rohu plné matice Fy a doplnéné na plnou velikost N x N jedniCkami na
diagondle a nulami na ostatnich pozicich, napt. matice Fg doplnénd na N x N je

nul

- 1
Fg = (6.8)
nuly ' 1
NxN
Ortogonalita takto doplnénych matic Fn = Fu, IEN/Q, IEN/4, I}N/S, . F je zfejma.
Operaci preskupovani vyhlazenych a detailnich koeficientd 1ze rovnéZ popsat pomoci
ortogondlnich matic Py, Pn/2, Pn/4; - - -, Pa, jeZ 1ze doplnit na ortogondlni matice

Px = Pn, Pyja, Pnja, .. ., Py plné velikosti N x N analogicky jako v (6.8).
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51 s1 51 S1 S1 S1 S 4 /8
S92 d1 S92 D1 Sa Fs- | Dy I@‘; S22 - So
s3 52 s3 Sa O e D 43, Dy
S4 da sq | Fs | D2 | piesk [ Sy D2 D2 Do
S5 s3 S5 S3 D, D1
s6 ds s6 Ds D, 2 | Dy
s7 S4 S7 S4 D3 " | D3
S8 Fi6- d4 piesk. 58 D4 D4 D4
— — -
s9 S5 dy dy
810 ds d2 da
511 6 ds d3
512 dg dy 1 dy
513 s7 ds Tl ds
S14 dr ds de
815 s8 dr dr
516 ds ds ds

Obrazek 14: Diagramaticky popis pyramidédlniho algoritmu waveletové transformace pro N = 16. Kom-
ponenty vysledné waveletové transformace jsou vyznaceny tucnym fezem. Po prvni aplikaci (6.4) a preskupeni
ziskdme osm detailnich koeficientd dj, . .., dg tvoficich druhou polovinu waveletové transformace (Sipka 1), po
druhé aplikaci (6.4) na horni polovinu a pfeskupeni ziskdme Ctyfi detaily z vyhlazeni D1, ..., D4 tvofici druhou
¢tvrtinu waveletové transformace (Sipka 2), po tieti aplikaci (6.4) na horni ¢tvrtinu a peskupeni ziskdme dva detaily
z vyhlazenych vyhlazeni D1, Da tvofici druhou osminu waveletové transformace (Sipka 3) a dva koeficienty $kdlo-
vaci funkce S1, Sa tvorici prvni osminu waveletové transformace (Sipka 4). Ve sloupecku zcela vpravo je vypsdna
vyslednd waveletové transformace sestdvajici shora dolt ze dvou koeficientd §kalovaci funkce S1, S reprezentu-
jict tiikrdt vyhlazenou hodnotu vstupniho signalu a ze tfi urovni detailti (od nejhrubsich po nejjemnéjsi) D1, D2,
Dy,...,Dy4,d1,...,ds.
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Napf. ortogonalni pfeskupovaci matice Py a jeji doplnéni na Ps maji tvar

10000000
00100000
00001000 nul
00000010 - 1
PP=1o01000000|" P~ | ©9)
00010000 nuly
00000100 N
00000001 NxN

Cely pyramidélni algoritmus pak miZeme popsat jako nasobeni sloupecku se vzorky
vstupniho signélu zleva posloupnosti ortogondlnich matic

S1
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  ~ 59
PyFy---PnjaFnjaPnjoFnpePNEN | (6.10)
~ :
SN
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Vyslednd waveletovd matice W dand soucinem ortogondlnich matic je pak sama
také ortogondlni, jak jsme pozadovali v ivodu. Je vSak nutné upozornit, Ze maticovy
piistup, jehoZ pocet operaci je O(N?), byl pouZit pouze k ditkazu ortogonality a pro
skute¢nou implementaci je tedy pfili§ pomaly; vtip pyramidalniho algoritmu je, jak
jsme ukdzali difve, v rychlosti algoritmu dané po&tem operaci O(N logy N).'4

Detailnich koeficienty vSech trovni (tj. vSechny koeficienty aZ na prvni dva; na ob-
razku 14 jsou oznaceny jako riiznymi variantami pismene ,,d") se nazyvaji
, zatimco posledni dva koeficienty! ozna¢ené na obrazku 14 jako S; a S»
se nazyvaji .16 Popsany piistup se nazyva
[Walker, 1999].

14. Faktor urychleni definovany jako pomér po¢tu operaci obou pfistupi je O(N/log, N).
Pro N = 10°, co# odpovidd ~ 20s hudby v CD kvalit&, je faktor urychleni ~ 5 x 10%.
Vypocetnimu ¢asu ~ 1 s pomoci pyramidalniho algoritmu by odpovidalo mnoho hodin mati-
cového nasobeni!

15. Pripadné jediny posledni koeficient; zaleZi na tom, zda pyramidélni algoritmus prodlou-
Zime jeSte o dalsf stuperi.

16. Casto se termin volné uziva pro oznaceni vSech koeficientd pie-
transformovaného signalu, typu ,,d“ i S.

! L L L L L L L L ' ' ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpied ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec




218/263 Zaklady pogitadové fyziky

K inverzi popsané DTWT stac¢i obrétit pyramidalni algoritmus: zacne se na nejmensi
Skdle a diagram znazornény na obrdzku 14 se projde zprava doleva. Waveletova
transformace se dé, podobné jako Fourierova transformace v sekci 5.2.4 Kapitoly 5,
zobecnit na dvourozmérny nebo vicerozmérny piipad [Press et al., 1997a, Walker,
1999]. Dvourozmérné wavelety se pouZivaji ve zpracovani digitdlniho obrazu a hraji
tak ddlezitou roli mj. v medicinské diagnostice.
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6.4. Jak vypadaji wavelety a Skalovaci funkce?

Nyni bychom radi vid€li, jak vlastné€ vypadaji bazové funkce — wavelety a Skdlovaci
funkce — jakoZto analogie sinusovek a kosinusovek komplexni exponenciely et27if¢,
Libovolny signdl o délce N miizeme vyjadfit v trividlni ortogonalni bazi tvorené N
jednotkovymi vektory o délce NV

1 0 0 0
0 1 0 0
el=1:, e=|:|, ..., & t=|:], =]: (6.11)
0 0 1 0
0 0 0 1
takto:
S1 S1
S9 52
Sl =(el et eN) | T (6.12)
SN jednot. matice N x N 8;\[
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Tentyz signdlovy vektor Ize vyjadrit v jiné (netrividlni) bazi wi, wi,
vidajici hodnotdm §; transformovanym pomoci (6.1), tj.

51 51
592 59
(o] 2 N
. - (w , W, , W )
SN 5N

Porovnanim (6.12), (6.13) a s vyuZitim vztahu (6.1) dostdvdme ihned
(61,62,...,6N) = (wl,wQ,...,wN) W,

a s vyuzitim (6.2) pak

(wl,wz,...,wN) = (61,62,...,6N) wT.

—_———

jednotkovd matice

Zaklady pocitacové fyziky

..., wy odpo-

(6.13)

(6.14)

(6.15)

Uvédomime-li si, Ze trividlni bazové vektory sestavené do fadku tvoii jednotkovou

matici, vidime, Ze mdZeme rovnou psat

(wl,wQ,...,wN) =wT.

(6.16)
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Bazové vektory w’ jsou tvofeny sloupci transponované transformaéni matice W™,
neboli fadky transformacni matice W. Odtud také plyne postup vypoctu vektorti nové
baze w', w?, ..., w!: jednoduse pomoci inverzni DTWT zobrazime signalovy vek-
tor odpovidajici postupné vektorim trividlni baze (6.11). Tento postup byl uplatnén
pfi konstrukci graf na obrazku 15 znazortujicim piiklady wavelett a $kalovacich
funkci pro typ Daub2, Daub4, Daub10 a Daub20, jenz byly pfipraveny s pomoci pro-
gramu powersp [Hledik, 2007] implementujictho waveletové rutiny z kolekce [Press

et al., 1997a].

V praxi se pouZivaji dalsi druhy waveletové transformace, napt. typu Coiflet, Lemarie,
B-spline a jiné, jejichz popis leZi za mozZnostmi tohoto stru¢ného tivodu. BliZsi pouceni
lze najit v [Burrus et al., 1998, Percival a Walden, 2000].
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02

B

o Daub2 w, Daubd w, Daubl0 w, Daub20 w,

o Daub2 w, Daub4 w, Daubl0 w, Daub20 w,

o Daub2 w, Daub4 w, Daubl0 w, Daub20 w,

o Daub2 ws Daubd ws Daub10 ws Daub20 wy

o Daub2 wy, Daubd wi, Daubl10 w Daub20 w,

o Daub2 w, Daub4 wy, Daub10 wy,| Daub20 wy,
o > > > )|
R H J 1 A UA /\Vﬂ ﬂvn
o H Daub2 ws, Daubd ws, v Daub10 ws,| vbaubzﬂ Wyl
o s s s

0 200 400 600 800 1000) 200 400 600 800 1000) 200 400 600 800 1000 ) 200 400 600 800 1000
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(... popis k obrdzku na predchozi strané)

Obrazek 15: Ukdzka diskrétnich waveletd a Skdlovacich funkei o délce N = 1024 pro typy
(zleva doprava) Daub2 (Haar—Welch), Daub4, Daub10 a Daub20. Dvé horni fady obsahuji
Skdlovaci funkce w1, w2, ostatni fady pak vybrané wavelety (w4, ws, w1g, Wa2, Wsq). Také
ostatni wavelety maji stejny tvar (brano shora dolt1), 1isi se riiznou pozici na horizontalni ose a
Skalou (rozliSenim). Stfedni hodnota Skdlovacich funkci je nenulovd, zatimco stfedni hodnota
wavelett je nulova (pro verifikaci je v grafech ¢arkované vyznacena nulova hodnota). Pfi
srovnavani sloupcu zleva doprava je patrnd vzristajici hladkost. Dvoukoeficientové wavelety
Daub2 v levém sloupci jsou nespojité a odpovidaji p = 1, tj. nechavaji vymizet detaily
pouze pfi konstantnim signdlu. Hodi se pro transformaci nespojitych signalt

[Burrus et al., 1998]. Ctyfkoeficientové wavelety Daub4 v druhém sloupci zleva, jez
jsme vyuzili k zavedeni waveletové transformace, jsou spojité, odpovidaji p = 2, tj. davaji
nulové detaily pfi linedrné se ménicim signalu, a maji bizarni tvary a zajimavé matematické
vlastnosti. Mohou napiiklad reprezentovat po ¢astech linedrni funkci libovolnych smérnic —
ve spravné kombinaci se vSechny hroty patrné na waveletech vyru$i. Desetikoeficientové
wavelety Daub10 ve tfetim sloupci zleva odpovidaji p = 5 (vymizi nulty aZ ¢tvrty moment, tj.
davaji nulové detaily pfi nejvyse kvarticky se ménicim signalu). Konecné dvacetikoeficientové
wavelety Daub20 v pravém sloupci odpovidaji p = 10 (vymizi nulty az devaty moment, tj.
davaji nulové detaily pii signdlu ménicim se podle polynomu az devitého stupng). Cim
je vstupni signdl hladsi, tim je vhodné&jsi pro reprezentaci vicekoeficientovou waveletovou
transformaci. Neznamena to ale, Ze ¢im vice koeficientd, tim lépe; napf. Daub4 je efektivné;si
pfi reprezentaci po ¢astech linedrnich signalG nez DaubN pro N > 6.
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6.5. Nastin aplikace waveletové transformace ve zpracovani signalu

Waveletova transformace se v praktickém zpracovani signilu pouZziva hlavné ke
dvéma tzce souvisejicim postupim — kompresi dat a odstranovani Sumu [Walker,
1999]. Jelikoz se zde nelze poustét do systematického vykladu, budeme pouze de-
monstrovat podstatu waveletového odstrafiovani Sumu ze signdlu na pfikladu, v¢etné
srovnéni s metodou zaloZenou na FFT.

Nejprve ukdZzeme, Ze ortogondlni waveletova transformace (6.1) zachovava
signélu definovanou pro diskrétni redlny signal'”

N
E=) si=/(s1,52...,5N) : =sTs, (6.17)

kde sT = (s1, s9,...,sy) je fadek transponovany ke sloupecku s.

17. Ve fyzice je energie ¢i intenzita obvykle umérna kvadratu odpovidajici dynamické pro-
ménné. Vhodnou volbou jednotek energie vZzdy miZeme dosdhnout rovnosti kvadratu dyna-
mické proménné.
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Toto tvrzeni je pfimym ddsledkem ortogonality transformacéni matice (6.2), jelikoZ
pro energii transformovaného signdlu miZeme psat

E=5Ts=sTW'Ws=sTs=F. (6.18)
——
I
Dale definujme vyjadiujici rozdéleni energie ve vzorcich signalu.
Energetickou mapu dostaneme tak, Ze kvadraty jednotlivych vzorki sz uspofdddme
sestupné podle velikosti a z takto definované uspotrddané posloupnosti €1, €2, ...,eN
vytvoiime relativni ¢4stecné soucty
Ejz(zizlek) JE, j=1,2,...,N. (6.19)

Energetickd mapa nenulového signdlu (jenZ mé alespoil jeden vzorek nenulovy) je

s v

neklesajici posloupnosti ¢isel mezi 0 a 1,
0<€1§€2§-~-§€N:1, (6.20)

a podle rychlosti, jakou se pfibliZuje k jednicce, 1ze usuzovat na lokalizaci energie ve
vzorcich. Posloupnost £; nejprve prudce stoupé (zapoCitava nejvétsi energie), posléze
se jeji smérnice zmensuje a zezdola konverguje k jedni¢ce. Cim md energetickd
mapa zpocatku strmé&jsi pribéh, tim vice je energie lokalizovana (kompaktifikovana)
v mens§im poctu vzorkd.
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Diskrétni waveletova transformace typu Daub ma schopnost zvySovat

. Znamena to, Ze jestliZze v ptivodnim signdlu dosahne hladina energie £;, napfr.
99 % z celkové energie E pro n&jaké 1 < L < N, pak po waveletové transformaci
dosahne hladina stejné drovné pro 1 < L < L, jinymi slovy, 99 % energie signdlu
je po waveletové transformaci signélu ,,zahusténo* v méné (L) vzorcich, neZ je tomu
u ptivodniho signalu (v L vzorcich). Tuto dileZitou vlastnost demonstruje obrazek 16.
Mira kompaktifikace zavisi na nékolika faktorech, mj. napf. na vybéru typu wave-
letové transformace. Obecné plati (viz obrdzek 15), Ze pro reprezentaci nespojitych
signalil (jako nas testovaci obdélnikovy signal) ddvaji lepsi vysledky wavelety Daub
s men$im poctem koeficientli (zde konkrétné , krabicovité”“ Daub2), a pro reprezen-
taci hladkych signalG davaji lepsi vysledky hladké wavelety Daub s vét§im poctem
koeficientd (zde konkrétné Daub20). To je ilustrace waveletového piistupu, kdy podle
typu signdlu (napr. jeho hladkosti) vybirdame vhodnou waveletovou bazi, v niZ bude
signdl optimalné reprezentovan.
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Zaklady pocitacové fyziky

Obrazek 16: Energetické mapy tes-
tovacich signdldi z obrdzku 10. Rady
isloupce odpovidaji obrazku 10, tj. v le-
vém sloupci jsou energetické mapy pro
nespojity ,,obdélnikovy* signdl, v pra-
vém sloupci pro spojity hladky signdl;
fady shora dolt odpovidaji pivodnimu
¢istému signdlu, tzkopasmové konta-
minaci sinusovkou 100 Hz a Siroko-
pasmové kontaminaci bilym Sumem.
Carkované jsou vyznaleny priibshy &;
pro netransformovany signdl, plné pro
signal transformovany. (Nespojity sig-
nal byl transformovan pomoci Daub2,
jez se 1épe hodi pro tento druh sig-
ndlu, zatimco hladky spojity signal byl
transformovan pomoci Daub20 — viz
diskuse v popisu obrdzku 15). Trans-
formované signdly maji mnohem vétsi
kompaktifikaci energie nez pivodni
signaly.
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Vratme se k zaméru odstranéni Sumu z testovacich signalil na obrazku 10. Idea je velmi
jednoducha — nejprve se pomoci waveletové transformace kompaktifikuje energie
signdlu do relativné malého poctu vzorkt. Poté se provede tzv.

, kdy se z transformovaného signdlu odstrani vzorky, jejichZ absolutni hodnota
je mensi nez T > 0, a jejichZ pocet je roven &islu L odpovidajicimu
podle energetické mapy zadanému procentu energie.'® JelikoZ energie $umu, jehoZ
amplituda je mensi neZ charakteristickd amplituda signdlu, je koncentrovdna do ma-
lych (podprahovych) vzorki, a naopak, jelikoZ energie signélu je kompaktifikovana
do malého poctu relativné velkych vzorki, dojde k potladeni Sumové kontaminace.
Prahovani lze provést selektivné pro kaZzdou trovei pyramidalniho algoritmu pocinaje
koeficienty Skdlovaci funkce pies postupné se zjemnujici detaily (viz obrazek 14).
Tento piistup implementuje program foufires z kolekce [Hledik, 2007].

18. Popsany algoritmus je tzv. . Existuje né€kolik druhi
, pfi némz se podprahové vzorky potlaci méné nespo-
jitym zptisobem. Podrobné viz [Walker, 1999, Burrus et al., 1998].
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Obrazek 17: Vysledek odstrafiovdni Sumu waveletovym prahovdnim. V horni fadé jsou pro srovndni zopa-
kovédny pavodni, nekontaminované signély z horni fady obrazku 10. Prostfedni a dolni fada odpovidaji prostfedni
a dolni fad€ na obrdzku 10 po aplikaci waveletového prahovani. Vysledky pro hladky signdl jsou srovnatelné nebo
mirné lepsi, u nespojitého signdlu je vysledek zietelné lepsi.
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Po prahovani se obnovi signdl pomocfi inverzni waveletové transformace. Obnoveny
signdl bude ,,chudsi o malé procento energie prevazné Sumovych slozek. Vysledek
aplikace prahovéni na testovaci signdly z obrazku 10 je demonstrovédn na obrazku 17.

Shrnuti kapitoly: Naucdili jste se dalsi dilezité numerické metodé — waveletové
analyze.
Dalsi zdroje:
° Pro pocateéni studium doporucujeme knihu [Walker, 1999].
° HIubsi zabér maji knihy [Burrus et al., 1998, Percival a Walden, 2000]
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7. Poznamky
7.1. Proc nesignalizuje prvni bit mantisy specialni ¢islo?

V piipadé baze 3 = 10 by mohla byt pouZit pro signalizaci nuly nebo subnormalnich
¢isel nulovost prvniho bitu mantisy. Tuto techniku vSak nelze pouZit v piipadé § = 2
kvuli skryvani prvniho bitu normalizovanych ¢isel, ktery miize byt roven pouze 1.
Priznakem specidlniho ¢isla je vyhrazend specidlni hodnota exponentu, tj. 00...0
nebo 11...1.

7.2. Strojové c_

Strojové e_ je definovdno jako nejmensi kladné FP Cislo, pro které plati 1 —e_ < 1,
nebo jinak, 1 — £_ je nejbliz8i FP ¢islo mensi neZ 1. V bindrni IEEE aritmetice je
strojové epsilon e - = 279~ = £ /2 (pfi pouziti skrytého bitu) ae_ = 27 = ¢/2
(bez pouZiti skrytého bitu).

Analogicky strojové epsilon na intervalu (2", 2"*1) je 2"¢, specidlné pro n = —1 je
naintervalu (1/2,1) e_ =¢/2.
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7.3. Jak jsou matice ulozeny v paméti?

Jazyk C Flexibilni zpasob reprezentace matic v jazyce C je ,
tak jak je implementovan ve vysokotiroviiovych funkcich pro dynamickou
alokaci a dealokaci paméti v souboru v [Press et al., 1997a]. Matice

jsou ukladany

Piiklad alokace paméti kg m =) ;l *m 0]|~ VI[O][O]H[O]H]H[O][Z]H[D]mH[O]mI_l

S pouZitim rutiny matrix:

[

float **m; |

/% matice 3 ¥./5 sl. */ |*m[1]|,~___ [1][0]H[1][1]H[11[2]H[1][3]H[1][4]|—|
[

m=matrix(0,2,0,4);

. |*m 2]L_ |;|[2][O]H[2][l]H[2][2]H[2][3]H[2][4]|
free_matrix(m,0,2,0,4); o

Funkce z umoziuji snadné definovani vektort, matic, resp. tiidi-
menziondlnich matic s libovolnym rozsahem indexi. Napft. v pfedchézejicim
kédu je misto zero-offset matice m vyhodnéjsi pouZit unit-offset matici:

float **m; 1nd o . oY i

/v matice 3 ./5 sl. %/ Deta1}n1 ,Vyklad al(ka}ce paméti pro jedno- aZ tif

m=matrix(1,3,1,5); rozmérnd pole podava sekce 1.2 knihy [Press et al.,
1997a].

free_matrix(m,1,3,1,5);
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Fortran 90/95 Jsou podporovéana aZ sedmirozmérnd pole [Metcalf a Reid, 1999]. Na
rozdil od jazyka C jsou ve Fortranu 90/95 pole ukladana v takovém potadku,
Ze prvni index se ménfi nejrychleji, posledni nejpomaleji. Pro dvourozmérna
pole (matice) to znamend, Ze jsou ukladdna . Piikaz

REAL, DIMENSION(3,5) :: m

deklaruje unit-offset maticim s 3 fadky a 5 sloupci; zatimco zero-offset matice
téze velikosti by byla deklarovana piikazem

REAL, DIMENSION(0:2,0:4) :: m

Detailni vyklad alokace paméti pro vicerozmérna pole podava [Metcalf a
Reid, 1999].
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8. Numerické knihovny

8.1. Svobodny software

GSL (GNU Scientific Library) VSeobecnd knihovna pro C a C++. Dostupné na http://
www.gnu.org/software/gsl /. Sifeno pod licenci GPL (GNU Public Licence).

LINPACK (LINear algebra PACKage) Knihovna pro linedrni algebru vyvinuta v Ara-
gonne National Laboratories.

LAPACK (Linear Algebra PACKage) Nasledovnik knihovny LINPACK.

BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines) Knihovna pro linearni algebru.

8.2. Komerc¢ni software

NR (Numerical Recipes) VSeobecnd knihovna doddvand ve formé zdrojovych k6dad v udrzo-
vanych jazykovych mutacich C, Fortran 77, 90, C++; v neudrZovanych starSich ver-
zich taky pro Pascal a BASIC. Dokumentace (knihy [Press et al., 1997a, Press et al.,
1997b, Press et al., 1997¢]) jsou dostupné online na http://www.nr.com/.

NAG libraries (Numerical Algorithm Group) VSeobecna knihovna.

IMSL 7?

CERN Dokumentace dostupnd online na
http://wwwasdoc.web.ch/wwwasdoc.cernlib.html.
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9. Popisy a zdrojové texty prikladu

Kratké zdrojové texty jsou zobrazeny piimo; pfedchdzi jim stru¢ny popis a ,neonovy box*
s ndzvem, z néhoz lze program kliknutim spustit, napt. char2ascii niZe. Nékdy je vypusStén
popis, spousti se stejnym zplisobem, napf. storeprt. Dlouhé zdrojové texty nejsou zobrazeny,
Ize je prohliZet kliknutim na ,neonovy box‘ s nizvem a spoustét kliknutim na symbol 4" vlevo
od ndzvu, napt. longsum. Jakykoli nidzev v popisu v , ¢ je prohliZect link.

9.1. Ke kapitole 1

m Program zobrazi ASCII kéd zadaného znaku v decimdlni, oktalové a hexade-
cimalni soustave.

#include <stdio.h>
int main(void)

{
char a;
printf("%s","\nPlease input character: ");
scanf ("%c",&a) ;
printf ("ASCII code of character \’%c\’ is %3u (decimal)\n",a,a);
printf (" %30 (octal)\n",a);
printf (" %2X (hexadecimal)\n",a);
return 0;
}
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Program zobrazi adresu (v hexadecimdlnim tvaru), na kterou v dobé béhu umistil
zadany znak.

#include <stdio.h>
int main(void)

{
char a;
printf ("%s","\nPlease input character: ");
scanf ("%c",&a) ;
printf ("Character \’%c\’ is located at address %p\n",a,&a);
return O;
}

SRR Program zobrazi hexadecimdlni adresy prvniho a posledniho znaku zadaného
retézce. Je-li zadany fetézec delsi nez 8 znaku, bude ofiznut.

#include <stdio.h>

#include <string.h>

int main(void)

{
char a[16];
unsigned int i;
printf("%s","\nPls input string of chars (will be truncated to 8 chars): ");
scanf ("%8s",a) ;
printf ("String length is: %u\n", (i=strlen(a)));
printf ("Address of 1st/last char: Y%p / %p\n",a,a+i-1);
return 0;
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OEEERIEE  Program pricte zadané kladné celé ¢islo ¢ k maximalnimu neznaménkovému
celému ¢islu zmenSenému o 3. Pro 7 > 3 dojde k pfeteceni.
#include <stdio.h>

#include <limits.h>
int main(void)

{
unsigned int k=UINT_MAX-3,i;
printf ("\nMaximum unsigned int is: m = %u\n",k+3);
printf ("The same - 3 is: k = %u\n",k);
printf ("Input small pos. integer i = ");
scanf ("%u",&i);
printf ("Sum k + i = %u\n",k+i);
return O;

}

Varianta pfedchoziho piikladu: program odecte zadané kladné celé ¢islo ¢ od neznaménkové 3.
Pro ¢ > 3 dojde k podteceni.

#include <stdio.h>

#include <limits.h>

int main(void)

{
unsigned int k=3,i;
printf("\nMinimum unsigned int is: m = %u\n",k-3);
printf("The same + 3 is: k = %u\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf ("/u",&i);
printf("Difference k -
return 0;

= Ju\n",k-1);

[
1

| — L L L L L L L { ! ®Prvni ®Pfedchozi ®Dalsi ®Posledni ®Zpét ®Vpred ®Obsah ®Najdi ®Cela obr. ®Zavii ®Konec




238/263 Zaklady pogitadové fyziky

SR Program pricte zadané kladné celé ¢islo ¢ k maximalnimu znaménkovému celému
¢islu zmenSenému o 3. Pro 7 > 3 dojde k pfeteceni.
#include <stdio.h>

#include <limits.h>
int main(void)

{
signed int k=INT_MAX-3,i;
printf("\nMaximum signed int is: m = %d\n",k+3);
printf ("The same - 3 is: k = %d\n",k);
printf ("Input small pos. integer i = ");
scanf ("%d",&i);
printf ("Sum k + i = %d\n",k+1i);
return O;

}

Varianta predchoziho piikladu: program odecte zadané kladné celé ¢islo 7 od minimdlniho znamén-
kového celého ¢isla zvétseného o 3. Pro ¢ > 3 dojde k podteceni.

#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)

{
signed int k=INT_MIN+3,i;
printf("\nMinimum signed int is: m = %d\n",k-3);
printf("The same + 3 is: k = %d\n",k);
printf("Input small pos. integer i = ");
scanf ("/d",&i);
printf("Difference k - i = %d\n",k-i);
return 0;

s
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8 Program prifadi hodnotu zadaného neznaménkového celého ¢&isla v proménné
u do znaménkové celociselné proménné s. Pozorujte chovani programu v zdvislosti na tom,

z X7

jestli je v u hodnota nejvyse rovna nebo vétsi nez maximalni znaménkové celé ¢islo.

#include <stdio.h>
#include <limits.h>
int main(void)
{
unsigned int u;
signed int s;
printf ("\nInput pos. integer le/gt Jd: u = ",INT_MAX);
scanf ("ju",&u) ;
s=u;
printf ("After conversion to signed: s = Jd\n",s);
return O;

}
Vypise endianitu systému v dobé€ béhu. Upraveno podle bytesex.c, (© 2001
Jan ,Yenya™ Kasprzak, jkas@fi.muni.cz; ).

#include <stdio.h>
int main(void)

{
union {int i; char c[sizeof(int)];} u;
u.i = 0; u.c[0] = 1;
puts(u.i == 1 ? "\nLittle Endian" : "\nBig Endian");
return O;
}
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s w7

8 Program vypiSe adresy, na néz v dobé béhu umistil neznaménkové celé ¢islo.

#include <stdio.h>
int main(void)
{
unsigned int a;
printf ("%s","\nPlease input nonnegative number: ");
scanf ("%u",&a) ;
printf ("%u-bit number \’%u\’ occupies\naddresses "
"from %p to Ox%x\n",
8xsizeof (a),a,&a, ((unsigned int) (&a+1))-1);
return O;

}
~ L Program vypiSe adresy, na néz v dobé béhu umistil znaménkové celé ¢islo.

#include <stdio.h>
int main(void)
{
signed int a;
printf("%s","\nPlease input number: ");
scanf ("%d",&a);
printf ("%u-bit number \’%d\’ occupies\naddresses "
"from %p to Ox%x\n",
8+sizeof(a),a,&a, ((unsigned int) (Za+1))-1);
return O;
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B Pro zadané kladné celé Eislo p vypocte a zobrazi (1.0 @ 277) & 1.0 pro
jednoduchou a dvojndsobnou piesnost. Pro dostatecné veliké p je 277 < € a uvedeny
vyraz bude nulovy. Metodou pokusu a omylu umoZiiuje stanovit strojové epsilon pro
obé pfesnosti.

#include <stdio.h>

#include <math.h>
int main(void)

{
float a;
double b;
int p;
printf ("\n¥s","Please provide exponent: ");
scanf ("%d",&p) ;
a = 1.0f + (float)pow(2.0,-p);
printf("Single: %E\n",a-1.0);
b =1.0 + pow(2.0,-p);
printf ("Double: %E\n",b-1.0);
return O;

}
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- Zadané ¢islo ulozi do redlné proménné v jednoduché piesnosti. Obsah proménné pak zobrazi. Vyzkou-
Sejte ¢isla 1.0, 2.0, 1.1,0.5,0.0625, 0.6, 0.62 a podle vlastniho vybéru a pozorujte zaokrouhlovani.

#include <stdio.h>
int main(void)

{
float x;
printf("\n%s","Please provide a number: ");
scanf ("%f",&x) ;
printf ("Rounded to nearest FP: %.12f\n" ,x);
return O;

}
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Tlustrace nékterych aritmetickych ope- Ilustrace nékterych aritmetickych ope-

raci s vysledky +-co a NaN; verze v C. raci s vysledky +oo a NaN; verze ve Fortranu 90.

#include <stdio.h> PROGRAM messy

int main(void) IMPLICIT NONE

{ REAL :: a,b,c,d
float a,b,c,d; a=0.0
a=0.0; b=-0.0
=-0.0; PRINT*
printf("\na = %f, b = %f\n",a,b); PRINT ’(a5,f9.6,a6,f9.6)’, &
c=1.0/a; "a=",a,",b=",b
d=1.0/b; c=1.0/a
printf("1.0/a = %f, 1.0/b = %f\n",c,d); d=1.0/b
printf("1.0/a + 1.0/b = Jf\n",c+d); PRINT ’(a9,f9.6,a10,f10.6)’, &
printf("1.0/a - 1.0/b = %f\n",c-d); "1.0/a=",¢c, ", 1.0/b=",4d
printf("1.0/b - 1.0/a = %f\n",d-c); PRINT*, "1.0/a + 1.0/b =", c+d
printf("(1.0/a)/(1.0/b) = %f\n",c/d); PRINT*, "1.0/a - 1.0/b =", c-d
printf("(1.0/a)*(1.0/b) = %f\n",c*d); PRINT*, "1.0/b - 1.0/a =", d-c
printf("a*(1.0/a) = %f\n",a*c); PRINT*, "(1.0/a)/(1.0/b) =", c/d
return 0; PRINT#*, "(1.0/a)*(1.0/b) = ", c*d

¥ PRINT*, "ax(1.0/a) =", axc

STOP

END PROGRAM messy
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PRI Optimalizovand verze (-03) programu eps3single.

/* Code identical to eps3single.c. */

IR Verze programu eps1single ve dvojndsobné piesnosti.

/* Same as epslsingle.c except of ’float’ -> ’double’. */

PR Verze programu eps2single ve dvojndsobné piesnosti.

/* Same as eps2single.c except of ’float’ -> ’double’. */

IR Verze programu eps3single ve dvojndsobné piesnosti.

/* Same as eps3single.c except of ’float’ -> ’double’. */

EEEEEE  Optimalizovand verze (-03) programu eps3double.

/* Same as eps3single.c except of ’float’ -> ’double’. */
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BB EEEEEEE Program pro diagnostiku FP parametrii systému v jednoduché
presnosti podle [Press et al., 1997a]. Vyznam polozek vystupu je uveden v rdmecku

S popisem programu.

BB EEEEEEE Program pro diagnostiku FP parametrii systému ve dvojné-
sobné presnosti podle [Press et al., 1997a]. Vyznam poloZek vystupu je uveden

v rdmecku s popisem programu.

BB Demonstrace dlouhé sumace pii sestupném, vzestupném usporadani
a pri pouziti Kahanovy sumacni formule. Neoptimalizovana verze (-00).

EW RSN Demonstrace dlouhé sumace pii sestupném, vzestupném uspoid-
danfi a pfi pouziti Kahanovy sumacni formule. Stupeil optimalizace -01.

BB IEEIEEE Demonstrace dlouhé sumace pii sestupném, vzestupném uspoid-
ddnf a pfi pouziti Kahanovy sumacni formule. Stupeni optimalizace —02.
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PROGRAM storeprt
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4
PRINT*
PRINT*, x
IF ((1.0E+8 * x*%2)==1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’
ELSE
PRINT*, ’Incorrect’
END IF
STOP
END PROGRAM storeprt

PROGRAM quiz_cor
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0/2.0
PRINT*
IF ((2.0%x) .EQ. 1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’
ELSE
PRINT*, ’Incorrect’
END IF
STOP
END PROGRAM quiz_cor

Zaklady pocitacové fyziky

PROGRAM storeprt2
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4, epsilon=1.0E-7, w
PRINT*
PRINT*, x
w=1.0E+8 * x**2
IF (ABS(w-1.0) .LE. 0.5%epsilon*(ABS(w)+ABS(1.0))) THEN
PRINT*, ’Correct’
ELSE
PRINT*, ’Incorrect’
END IF
STOP
END PROGRAM storeprt2

PROGRAM quiz_inc
IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0/3.0
PRINT*
IF ((3.0%x) .EQ. 1.0) THEN
PRINT*, ’Correct’
ELSE
PRINT*, ’Incorrect’
END IF
STOP
END PROGRAM quiz_inc
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convers convers-optcpu

PROGRAM convers PROGRAM convers
IMPLICIT NONE IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.0E-4 REAL :: x=1.0E-4
INTEGER :: i INTEGER :: i
i=10000%*x i=10000%*x
PRINT* PRINT*
PRINT*, i PRINT*, i
STOP STOP
END PROGRAM convers END PROGRAM convers
#include <stdio.h> PROGRAM insignid
int main(void) IMPLICIT NONE
{ REAL :: x=100000.0,y=100000.1,z
float x=1.234567f; Z=y-X
double y,z=1.234567; PRINT=*
y=x; PRINT*, ’z = ’, z
printf("\nx = %.12f\n",x); STOP
printf("y = %.12f\n",y); END PROGRAM insignid
printf("z = %.12f\n",z);
return 0;
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SUBROUTINE ratio(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s/r

END SUBROUTINE ratio

SUBROUTINE subtr(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s-r

END SUBROUTINE subtr

PROGRAM mem_reg
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,x,y,z,c,direct, bycall
DATA a /3.0/, b /10.0/
DATA x /3.0/, y /10.0/
direct=(y/x)-(b/a)
CALL ratio(x,y,z)
CALL ratio(a,b,c)
CALL subtr(c,z,bycall)
PRINT*
PRINT*, direct-bycall
STOP

END PROGRAM mem_reg
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SUBROUTINE ratio(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s/r

END SUBROUTINE ratio

SUBROUTINE subtr(r,s,t)
IMPLICIT NONE
REAL :: r,s,t
t=s-r

END SUBROUTINE subtr

PROGRAM mem_reg
IMPLICIT NONE
REAL :: a,b,x,y,z,c,direct, bycall
DATA a /3.0/, b /10.0/
DATA x /3.0/, y /10.0/
direct=(y/x)-(b/a)
CALL ratio(x,y,z)
CALL ratio(a,b,c)
CALL subtr(c,z,bycall)
PRINT*
PRINT*, direct-bycall
STOP

END PROGRAM mem_reg
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PROGRAM ordofop PROGRAM ordofop
IMPLICIT NONE IMPLICIT NONE
REAL :: x=1.23456789,y=4.56789123,2=9.999999,r1,r2 REAL :: x=1.23456789,y=4.56789123,2=9.999999,r1,r2
ri=(x*y)/z ri=(x*y)/z
r2=(1.0/z)*x*y r2=(1.0/z)*xxy
PRINT* PRINT*
PRINT* ’rl1 - r2 = ’,ri-r2 PRINT* ’rl - r2 = ’,r1-r2
ri=(x*y) ri=(x*y)
ri=ri/z ri=ri/z
r2=1.0/z r2=1.0/z
r2=r2*x r2=r2*X
r2=r2*y r2=r2%y
PRINT* ’rl1 - r2 = ’,ri-r2 PRINT* ’r1 - r2 = ’,r1-r2
STOP STOP
END PROGRAM ordofop END PROGRAM ordofop
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unstable_single

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define DBL 0
#if (DBL==1)
#define MAX 46
#define REAL double
#else /* DBL */
#define MAX 26
#define REAL float
#endif /x DBL */
int main(void)
{
REAL g=(sqrt(5.0)-1.0)/2.0,m=g,s=g,prevs=1.0,ss;
int i;
printf("\n%s\n",
"i s_(i+1) = s_1 * s_i  s_(i+1) ="
" s_(i-1) - s_i frac.err.[%]");
printf("%s\n",

" ");
for (i=0;i<=MAX;i++) {
if (i==0)
printf ("%2d %+.16f %+.16f %+9.2f\n",
i,1.0,1.0,0.0);
else {
printf ("%2d %+.16£ %+.16£ %+9.2f\n",

i,m,s,100.%(s-m)/m);
m=m*g;
ss=s;
S=prevs-s;
prevs=ss;
}
}

return 0;

Zaklady pocitacové fyziky

unstable_double

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define DBL 1
#if (DBL==1)
#define MAX 46
#define REAL double
#else /* DBL */
#define MAX 26
#define REAL float
#endif /% DBL */
int main(void)
{
REAL g=(sqrt(5.0)-1.0)/2.0,m=g,s=g,prevs=1.0,ss;
int i;
printf("\n%s\n",
" s_(i+1) = s_1 * s_i s_(i+1) ="
" s_(i-1) - s_i frac.err.[%]1");
printf ("%s\n",
" "
" u);
for (i=0;i<=MAX;i++) {
if (i==0)
printf ("%2d %+ . 165 %+.16£
i,1.0,1.0,0.0);

%+9.2f\n",

else {
printf("%2d h+.16£ %+.16f
i,m,s,100.%(s-m)/m);
m=m*g;
ss=s;
s=prevs-s;
prevs=ss;

%+9.2f\n",

¥
}
return 0;

}
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PR

EN.

OGRAM cancerr

IMPLICIT NONE

REAL :: a=1.0,b=1.0E+8,c=1.0E+8,d,x1,x2
d=SQRT (b**2-4.0*a*c)

x1=(-b-d)/(2.0*a) ! this is ok
x2=(-b+d)/(2.0*a) ! suffers from cancellation
PRINT=*

PRINT*, ’x1 = ’, x1, ’, x2 =7, x2
x2=(2.0*c)/(-b-d) ! this is much better
PRINT*, ’x1 =, x1, ’, x2 =, x2

STOP

D PROGRAM cancerr

Zaklady pocitacové fyziky
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9.2. Ke kapitole 2

-- Vola rutinu gauss] implementujici Gaussovu—Jordanovu eliminaci s plnou
pivotaci, a aplikuje ji na feSeni soustavy linedrnich rovnic s maticemi a pravymi stranami
definovanymi v souboru matrx1.dat. Kazd4 matice je invertovdna, vyndsobena svou vlastni
inverzi pro kontrolu, Ze vyjde jednotkova matice. Poté jsou vektory feSeni vyndsobeny ptvodni
matici a porovndny s exaktnim pravymi stranami nactenym z matrx1.dat.

Vola rutinu ludecmp implementujici LU dekompozici na sadu matic defino-
vanych v souboru matrx1.dat. Ke kazdé vstupni matici zobrazi piislu§nou dolni a horni
matici dekompozice a pro kontrolu také jejich soucin. (Permutace fadkt zpisobend ¢dste¢nou
implicitni pivotaci je pro snadné porovnani vracena do pivodni podoby. Toto v soucinnosti

s rutinou xlubksb neni nutno provadeét; této rutiné se predad informace o permutaci.)

Vol4 rutinu lubksb implementujici pfimou a zpétnou substituci (jeZ pouziva
rozklad dodany rutinou ludcmp implementujici LU dekompozici). Aplikuje ji na feSeni sou-
stavy linedrnich rovnic s maticemi a pravymi stranami definovanymi v souboru matrx1.dat.
Pro kazdou matici je porovnan vektor pravé strany a soucin matice s vektorem feseni.

-- Vola rutinu tridag pro feSeni tridiagondlnich soustav definovanych v souboru
matrx2.dat. Pro kazdou matici je pro porovnani ukazan vektor pravé strany, vektor feseni a
pro porovnani s pravou stranou také soucin matice s vektorem feseni.
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9.3. Kae kapitole 3

-- Mg¢jme ekvidistantni datovy soubor s N body (xal[i]l = in/N,yalil =
sin(xa[i])) na intervalu (0, 7) a datovy soubor (xal[i] = i/N,yal[i] = exp(xalil)) na
intervalu (0,1);4 € {1,..., N}. PoCet bodi N si miZete interaktivné volit. Rutina polint im-
plementujici NevilleGv algoritmus pro konstrukci polynomialniho interpolacniho polynomu
N — 1 stupné je pouZzita pro vypocet interpolovanych hodnot v deseti bodech odpovidajicich
N = 10 a s hodnotami = mirné ,posunutymi‘, aby ani pro N = 10 nebyly totozné s dato-
vym souborem. Vyzkousejte postupné N = 2,3, 4,5,6,7, 10, 20, 30,50, 99, 110 a vysvétlete
chovani interpolované hodnoty a odhadu chyby.

-- Funguje podobné jako ptfedchozi ukdzka. Datovy soubor je tvoifen 6 body
(xalil =i/3,yalil = f(xalil)),i € {1,...,6},kde f(z) = ze~®/[(x—1)?+1]. Rutina
ratint implementujici Bulirsch@v—Stoertv algoritmus pro konstrukci diagondlni raciondlni
interpola¢ni funkce je pouZita pro vypocet interpolovanych hodnot v deseti bodech z = i /5,
i € {1,...,10}. Pozorujte vztah mezi skute¢nou a interpolovanou hodnotou a odhadem
chyby poskytnutym rutinou.

-- Datovy soubor je tvofen 20 body (xal[il = i7/20,yalil = sin(xal[il)),
i €{1,...,20}; zaddny jsou hodnoty prvni derivace f(z) = sin 2 na obou koncich souboru.
Rutina spline po¢itd hodnoty f” pro kaZzdou hodnotu x [1]. Porovnejte skute¢né a vypoctené
hodnoty f”.
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-- Funguje na tomtéz datovém souboru jako xpolint pro fixni N = 10, pro
tytéz ,posunuté‘ hodnoty x, a pro tytéz funkce f, ale s vyuzitim interpolace splajny. Vlastni
interpolaci provadi rutina splint, jiZ doddva potfebné druhé derivace f” rutina spline testovand
v predchozi ukdzce.

-- Maidme-li monoténné sefazend datax[j1,j € {1,..., N}, konkrétnéx[j] =
exp(j/20) — 74 a N = 100, rutina locate pro zadané x nalezne index j tak, Ze x se nachdz{
mezi x; a x;41. V prvnim sloupci je hodnota x k lokalizaci, ve druhém pifslusny index j, ve
tfetim a ¢tvrtém pak ,obklopujici® (bracketing) hodnoty x; a x;41.Je-li j = 0 (j = N), neni
x v tabelovaném rozsahu. Program potom oznamuje ,lower lim‘ pro < x; a ,upper lim*
prox > Ty.

-- Funguje analogicky jako pfedchozi ukazka, ale misto rutiny locate pouziva
hunt. Rozdil mezi obéma rutinami je vylozen v sekci 3.4 o pomocnych rutinach.

-- Opét zcela stejné vstupy jako program xpolint, ale misto rekurentni kon-
strukce polynomidlniho interpola¢niho polynomu pomoci Nevilleova algoritmu pouZziva ru-
tinu polcoe implementujici Vandermondeovu metodu pro uréeni koeficientti interpolacniho
polynomu, z néhoz posléze pocita interpolované hodnoty f(z).

- Funguje stejné jako predchozi ukazka, ale pouzivd rutinu polcof implemen-
tujici druhou metodu popsanou v sekci 3.5.
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9.4. Ke kapitole 4

BB Tato ukdzka vold rutinu trapzd.
BB EEEERR Tato ukézka vold rutinu gtrap.
B EEERE Tato ukdzka vold rutinu gsimp.
BB Tato ukdzka vold rutinu midpnt.
BUEERERE Tato ukézka vold rutinu gromb.
BB BRI Tato ukézka vold rutinu gromo.
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10. Vysledky tloh
10.1. Ke kapitole 2

Vysledky pro Hilbertovu matici (2.23) s pravou stranou (2.24) (v levém sloupci jsou vysledky
metody GJE, v pravém metody LUD); vypocty v single precision:

n=2 n=3 n=>5 n="7T n =10 n = 40
1.000000 1.000000 0.999999 1.000000 1.000093 1.000077 1.003043 1.001827 1.004925 1.001638 1.098166 0.974728
1.000000 1.000000 1.000003 1.000001 0.998328 0.998631 0.879234 0.929520 0.763174 0.910963 -3.117915 2.125518
0.999997 1.000000 1.007029 1.005741 2.158665 1.664267 3.698094 2.131162 40.871414 -11.567856
0.989579 0.991502 -3.489593 -1.542318 -11.197721 -4.745139 -135.787582 58.316116
1.005027 1.004095 9.208048 5.605855 26.268555 14.838495 142.124435 -123.446800
-6.0756985 -2.942873 -21.886929 -14.954043 104.189758 141.746704
3.318666 2.284817 7.301528 7.918557 -152.453537 -105.790329
-2.663211 1.743061 -144.891083  45.021286
10.784071 0.710839 136.653976 89.682381
-4.176050 0.443014 117.013100 -87.071922
-351.817566 .869486
348.688385 .388809

-211.423004 -21.820902

748.234863 117.836197

~769.546997 -166.579575

-381.192932 188.822083

951.063477 -77.117409

160.762695  57.782467

-824.813293 -28.273844

223.029063  26.366032

b4 4 24 ra- 4 v -448.803192 .331474
Obé metody ddvaji s vyjimkou n < 3 chybné vysledky, pro n > 7 S73 0a0340 s 17410
-561.326050 -14.417043

b4 4 F 4 b4 7. MeX 3 3 -230.847702 -92.698799

zcela nepouZitelné. KIi€ k porozuméni: vypoctéte determinant Hilber- Ti80.062075 o7 03837
-213.439301  -4.205263

M A 818.300537 102.137138

tovy matice (2.23) pro uvedena n. 17006384 96, 220963
502.512787 62.345520

-320.2902563 -128.182449

953.731384  229.899002

-652.625000 -271.073608

-292.389893 268.862915

-1140.913086 -246.733063

92.301315  244.324707

-356.277039 -48.134335

1157.578491 -54.620586

-283.460693  78.414551

619.719849 -241.446243

-455.924164 151.842148

»
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Vysledky pro ,kosinovou matici (2.25)¢ s pravou stranou (2.26) (v levém sloupci jsou vysledky
metody GJE, v pravém metody LUD); vypocty v single precision:

n=2 n=3 n=>5 n=7 n =10 n = 40

1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 0.999984 1.000133 0.999922
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 0.999991 0.999764 1.000006
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 0.999999 1.000008 0.999999
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.000000 1.000000 1.000000 1.000003 1.000000 1.000000
0.999999 1.000039 1.000001 1.000000
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
0.999998 1.000002
1.000004 1.000000
v P ., v v . P . , , 1.000000  1.000000
Obé metody davaji pro vSechna n ocekavané vysledky blizké matema- 11000000 1:000000
1.000000 1.000000
. . h o xo
0.999998 1.000001
ticky exaktnim vysledkiim. Pro¢? 0:9090%8  1.000001
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000001 1.000000
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10.2. Ke kapitole 3

0 06 06
04 04 04

piecewise linear quadratic polynomials cubic polynomials
02 (2 points) 02 (3 points) 02 (4 points)

08 o8
06 06 a6
04 04 0
4th-order polynomials Sth-order polynomials Gth-order polynomials
02 (5 points) 02 (6 points) 02 (7 points)

03 os
06 06
0s 04
8th-order polynomial Ist derivative specified
02 (all 9 points) 0 on both boundaries.
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o8 o8
04 04 01
diagonal rationals diagonal rationals diagonal rationals
02 (2 points) 02 (3 points) 0z (4 points)

o o8 o8
M 06 06
04 04 01
diagonal rationals diagonal rationals diagonal rationals
02 (5 points) 02 (6 points) 0z (7 points)

o8 o8

0 06 06

04 04 04
diagonal rationals diagonal rational

02 (8 points) 02 (all 9 points) 0
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